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Bezeichnungen

Ab Kategorie der abelschen Gruppen und Gruppen-Homomorphismen.

Ab’ Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppe ohne p-Torsion, wobei p
die Charakteristik des Grundkorpers k bezeichne, vgl. 3.2.10 Aufgabe 1.

A(G) k-Vektorraum der additiven Funktionen auf der linearen algebraischen
Gruppe G, vgl. Bemerkung 3.3.1 (i) und 14.3.1.

A(G)[F]  F-Vektorraum der uiber dem Teilkorper F C k definierten additiven
Funktionen auf der linearen algebraischen F-Gruppe G, vgl. Bemerkung
3.3.1 (i1) und 14.3.1.

a() die Einheit der Algebra A von 2.5.4 zum Charakter  einer linearen
algebraischen Gruppe, vgl. 2.5.6.

c(M) Anzahl der Spalten einer Matrix (“columns”), vgl. A.3.1.1.

Char(k)  Charakteristik des Korpers k, vgl. 1.2.5

Dn Gruppe der nicht-singuldren Diagonal-Matrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (b).

Def(f) Definitionsbereich der rationalen Funktion f, vgl. Bemerkung A.5.4.3 (iv).

DerR(A,M) der Modul der Derivationen der Algebra A iber dem kommutativen Ring R
mit 1, welche Werte im R-Modul M annehemen, vgl. 4.1.1.

Diag Kategorie der diagonalisierbaren linearen algebraischen Gruppe, vig.
3.2.10 Aufgabe 1.

D(f) offene Hauptmenge zur Funktion f, vgl. 1.3.5.

dimK M  Dimension des Vektorraums M tiber dem Schiefkorper K, vgl. Bemerkung
A.3.1.2 (iii).

A gewohnlich die Komultiplikation k|G]—k[G]®k[G] einer linearen
algebraischen Gruppe G, vgl. 2.1.2.

e gewoOhnlich die Einsabbildung G—G einer algebraischen Gruppe G, vgl.
vgl. Bemerkung 2.1.1.1 (vi), manchmal auch die Auswertungsabbildung
im Einselement k[G] — k, f » f(e), d.h. das als k-rationaler Punkt
aufgefalite neutrale Element der Gruppe, vgl. 2.1.2.

eV®VV die kanonische Basis des 1-dimensionalen Moduls tiber der linearen
algebraischen Gruppe G, vgl. Bemerkung 2.5.6 (ii).

€ gewohnlich der von der Einsabbilung e induzierte k-Algebra-
Homomorphismus k[G]—k[G] einer linearen algebraischen Gruppe G,
vgl. 2.1.2.

Endk(V) der k-linearen Endomorphismus V — V des endlich-
dimensionalen k-Vektorraums V, vgl. 2.4.1. Dieselbe Bezeichnung wird
auch verwendet im Fall einer unendlichen Dimension von V , vgl. 2.4.7.

End(V) = Endk(V), vgl. 2.4.1.

F Teilkorper von k, vgl. 1.3.7.

F[X] F-Struktur der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.7



k[T]
k[X]

Komponente der Eins der algebraischen Gruppe G, vgl. 2.2.1.2.

GraBmann-Varietat der ¢ -dimensionalen linearen Unterraume des k™, vgl.
5.6.4 (b).
additive Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 1.

multiplikative Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 2.
multiplikative Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 2.
allgemeine lineare Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 3.

allgemeine lineare Gruppe des endlich-dimensionalen k-Vektorraums V,
Gruppe der linearen Automorophismen von V, vgl. 2.1.5 Aufgabe 1.
Dieselbe Bezeichnung wird auch verwendet im Fall einer unendlichen
Dimension von V , vgl. 2.4.7.

der triviale Modul uber einer algebraischen Gruppe, vgl. 2.5.1.

Ideal der Polynome von k[T], welche in allen Punkten der Menge X C K

gleich Null sind, vgl. 1.1.1
Ideal der Funktionen aus dem Koordinatenring der algebraischen Menge X,

welche auf der Teilmenge Y C X identisch Null sind, vgl. 1.3.2.

gewohnlich die Invertierungsabbildung G—G einer algebraischen Gruppe
G, vgl. 2.1.1.1.
gewohnlich der Antipode k[G]—k[G] einer linearen algebraischen Gruppe

G, vgl. 2.1.2.
algebraisch abgeschlossener Korper, vgl. 1.1.1.

Polynomring uiber k in den Unbestimmten T = Tl""’Tn’ vgl. 1.1.1

affiner Koordinatenring der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.1
Linkstranslation einer Gruppe mit dem Gruppen-Element g, vgl. 2.2.0 und

2.3.2 Beispiel 2.

Linkstranslation des Koordinatenrings einer linearen algebraischen Gruppe,
vgl. 2.3.6 B.
Menge der nxn-Matrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 3.

Menge der nxn-Matrizen mit Eintragen aus dem Korper F, vgl. 2.4.2 B.
das maximale Ideal der Funktionen des Koordinatenrings einer
algebraischen Menge, welche im Punkt x gleich Null sind, vgl. 1.3.2

%

Matrix der linearen Abbildung ¢ bezuglich der geordneten Basen v’ und v
von Urbild bzw. Bildraum, vgl. Bemerkung A.3.1.2 (v).

Matm n(K) Modul der mxn-Matrizen mit Eintragen aus dem Ring K, vgl. Bemerkung

9

Matn (K)

A.3.1.1 (ii).

Modul der nxn-Matrizen mit Eintragen aus dem Ring K, vgl. Bemerkung
A.3.1.1 (iii).

gewohnlich die Multiplikationsabbildung GXG—G einer algebraischen

Gruppe G, vgl. 2.1.1.1.
Menge der natiirlichen Zahlen (=1) ohne die Null.

= NUUJ{0} Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.
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Veronese-Abbildung des P, vgl. 5.4.4 (b).
die orthogonale Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (f).

Garbe der regularen Funktionen auf der algebraischen Menge X, vgl.

1.4.1.
Einschrankung der Garbe OX auf den Unterraum Y von X, vgl. 1.4.2

lokaler Ring der algebraischen Menge X im Punkt x€X, vgl. 1.4.3.

Charakteristik des Grundkorpers k, vgl. 3.2.10.

die Plucker-Varietiat im IP’S, vgl. Bemerkung 5.6.4 (c) (iv).
voller Quotientenring des Rings R, Quotientenkorper des Integritatsbereichs
R, vgl. 1.4.4.

die rationale Darstellung G — GL(V) des Moduls V uber einer

algebraischen Gruppe G, vgl. Beispiel 3 von 2.3.2 und 2.5.1.
Rechtstranslation einer Gruppe mit dem Gruppen-Element g, vgl. 2.2.0 und

2.3.2 Beispiel 2.

der Polynomring F[T] in einer Unbestimmten T mit einer durch die
Frobenius-Abbildung verdrehten Multiplikation, vgl. 3.1.1 B.
Anzahl der Zeilen einer Matrix (“rows”), vgl. A.3.1.1.

Rechtstranslation des Koordinatenrings einer linearen algebraischen
Gruppe, vgl. 2.3.6 B.

der Gruppen-Homomorphismus G — GL(k[X]) zu einer Operation der

linearen algebraischen Gruppe G auf einer affinen Varietat X, vgl. 2.3.5.
maximales Spektrum der affinen k-Algebra A, vgl. 1.3.2.
die spezielle lineare Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (e).

die spezielle orthogonale Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (g).
die symplektische Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (h).

Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (c).
Tensoralgebra des A-Moduls M, vgl. A.2.2.

Typ einer einer Matrix M, vgl. A.3.1.1.
Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (d).

Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus der Menge M, vlg.
1.1.1.
Menge der gemeinsamen Nullstellen der Funktionen des Ideals I des

Koordinatenrings der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.2.

die Charaktergruppe der linearen algebraischen Gruppe G, vgl. 2.5.6.

die Charaktergruppe der linearen algebraischen Gruppe G, vgl. 3.2.1.

die Menge der einparametrischen Untergruppen der linearen algebraischen

Gruppe G, vgl. 3.2.1.

Nil-Radikal des Ideals I, vgl. 1.1.1.

Kommutator-Gruppe der Untergruppen H und K einer Gruppe, vgl.
Bemerkung 2.1.1.1 (vii).

Morphismus mit Werten in einem Produkt von Varietiten mit den
Koordinaten-Morphismen f und g, vgl. 1.5.1.

Kommutator zweier Elemente einer Gruppe, vgl. Bemerkung 2.1.1.1(vii)
und 2.4.13.



(m,n) der Binomialkoeffizient (Irrll) bzw. Null im Fall m < n, vgl. Bemerkung
3.4.1 (ii1).
n Sp m fur den Koeffizienten n, und m, der p-adischen Entwicklungen von n und m

gelte n <m fur alle 1, vgl. Bemerkung 3.4.1 (i1).

<,> Die kanonische Paarung XxY — Z eines Torus , vgl. 3.2.11 A.

[f] Keim der regularen Funktion, vgl. 1.4.3

[x]=[ XO,...,xn] Punkt mit den projektiven Koordinaten X.s vlg. 1.7.1

lil Summe der Koordinaten des Tupels 1 (wenn 1 als Exponent eines Monoms
in Multi-Index-Schreibweise vorkommmt), vgl. 1.7.3.

Af Quotientenring des Rings A bezuiglich der Potenzen des Elements f € A,
vgl. 1.4.6.

f* der auf den Schnitten (insbesondere den globalen Schnitten) der

Strukturgarbe induzierte k- Algbra-Homomorphismus zum Morphismus f
geometrischer Raume, vgl. 1.4.7.

il der durch den k-Algebra-Homomorphismus f induzierte Morphismus
affiner k-Variedten, vgl. Bemerkung 1.4.7 (v).

v
\Y der zum Vektorraum V duale Vektorraum, vgl. 2.5.1.
X(F) Menge der F-rationalen Punkte der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.7.
X*= (XO""’Xn)* Punkt mit den projektiven Koordinaten Xe, vlg. 1.7.1
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Anhange

1 Das Tensorprodukt

Bei der Einfuhrung des Tensorprodukts ist man in einer ahnlichen Situation wie bei der
Einfuhrung der Determinante: man kann zwar eine geschlossene Formel dafur angeben,
aber diese ist so aufwendig in der Handhabung, dal3 man sie in praktischen Situationen
nie benutzt, man verwendet sie nur fur theoretische Betrachtungen.

Beim Tensorprodukt ist die explizite Beschreibung nicht einmal fur theoretische Zwecke
sinnvoll. Sie ist nur von Nutzen beim Beweis fur die Existenz des Tensorprodukts.

Wir beschranken uns hier auf die Handlung des Tensorprodukts iiber kommutativen
Ringen mit 1. Sei A ein kommutativer Ring mil 1. Wir bezeichnen mit

A-Mod
die Kategorie der (linken) A-Moduln und A-linearen Abbildungen. Fiir je zwei A-

Moduln U, V bezeichnen wir die Hom-Menge der Morphismen U — V in A-Mod mit

Hom A-Mo d(U, V) =Hom A(U, V).

1.0 Vorbemerkungen
Sei A ein kommutativer Ring mit 1.

(1)  Unser Ziel ist die Betrachtung von bilinearen Abbildungen
b: UxV =W

mit beliebigen A-Moduln U, V und W, d.h. von Abbildungen f mit

99.,%°

f(c’u’+c’u”, v) = ¢’-f(u’,v) + ¢’-f(u”,v)
f(u, c’v’ + c”v”?) =c’-f(u,v’) + ¢’ f(u,v’)

fur beliebige u,u’,u”€U, v,v’,v’EV und c’,c’€K.

(i) Genauer, wir wollen die allgemeinste Art von Abbildung dieser Gestalt finden,
die es fur diese Raumen geben kann.

(iii)) Dabei ist die konkrete Konstruktion dieser Abbildung nicht besonders schon,
relativ kompliziert und genaugenommen nicht so wichtig. Wichtiger ist ihre
Eigenschaft, die ‘allgemeinste’ Abbildung zu sein und die Tatsache, da} es eine
solche Bilinearform gibt.

(iv) Wir werden deshalb wie folgt vorgehen.

1 beschreiben zunichst, was wir unter der ‘allgemeinsten’ bilinearen
Abbildung verstehen wollen, indem  wir deren sogenannte
Universalititseigenschaft angeben.

2. Wir zeigen, durch diese Eigenschaft ist die Konstruktion bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

3. Wir beweisen unter der Annahme, dafl das Konstrukt stets existiert, dessen
wichtigste Eigenschaften.

4. Erst ganz zum Schlul werden wir zeigen, dal das Konstrukt tatsichlich
existiert.
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Zunichst wollen wir zur Illustration unserer Vorgehensweise eine @hnlich gelagerte
Problemstellung betrachten, deren Losung wir im wesentlichen bereits kennen.

1.1 Beispiel fur eine Universalitatseigenschaft

Fur jede A-lineare Abbildung f:U — V wollen wir eine A-lineare Abbildung

p:V — Coker(f)
konstruieren, welche natiirliche Abbildung auf den Kokern von f heifit. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfullt sein.

1. pef=0.
2. Fur jede A-lineare Abbildung g:V—W mit peg = 0 soll es genau eine A-lineare

Abbildung g: Coker(f) = W geben mit g = §°f, mit anderen Worten, eine solche
lineare Abbildung, daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.

A% £> Coker(f)
/S o~

gl g

W

Bemerkungen zum Begriff der Universalitatseigenschaft

(1) Nach Bedingung 1 ist p eine Abbildung mit pef = 0. Offensichtlich hat jede
Zusammensetzung

h
A" Coker(f) —— W

mit einer beliebigen (linearen) Abbildung h ebenfalls diese Eigenschatft,.

(i)) Bedingung 2 besagt gerade, daB man durch Zusammensetzen mit solchen
Abbildungen h samtliche Abbildungen bekommt deren Zusammensetzung mit f
Null ist. Und zwar auf genau eine Weise (d.h. verschiedene h liefern
verschiedene Zusammensetzungen).

(iii) Genauer: fur jeden A-Modul W sei

C(W):={g:V— WlgistK-linear und gef =0 }.
Die Universalitatseigenschaft con Coker(f) besagt dann gerade, daf} die folgende
Abbildung bijektiv ist.

Hom , (Coker(f), W) — C(W), 2 gop.

(iv) Anders ausgedriickt bedeutet Bedingung 2 bedeutet gerade, da3 die Abbildung p
in dem Sinne ‘universell’ ist, da man aus ihr jede andere Abbildung mit der
Eigenschaft 1 gewinnen kann, und zwar auf genau eine Weise. Man sagt in einer

solche Situation, p ist universell bezuiglich Eigenschaft 1 oder auch, 2 ist eine
Universalititseigenschaft.
(v) Die obige Beschreibung des Raumes

Coker(f)

entspricht gerade dem ersten Schritt, wie wir ithn fur das Tensorprodukt
angekundigt haben. Wir zeigen hier zunédchst, da Coker(f) durch die obigen
beiden Eigenschaften bereits bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

AnschlieBend beweisen wir die Existenz von (p und) Coker(f).
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Die FEindeutigkeit von Coker(f) bis auf Isomorphie ei eine weitere A-lineare
Abbilduug

p:V—-=>C
gegeben, fur welche die Bedingungen 1 und 2 mit C’ anstelle von C := Coker(f) erfullt
sind.

Dann gilt p’of = 0. Auf Grund der Eigenschaft 2 von p faktorisiert sich p’ eindeutig
uber p,
Ly P [
p’: V— Coker(f) — C’,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung 5’ mit p’ = F)’ °p.
Da auch p’ die Universalititseigenschaft 2 besitzt und pef = 0 gilt, faktorisiert sich auch
p eindeutig iiber p’,
P o
p: V— Coker(f) — C’,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung E) mit p = E)Op.

Damit erhalten wir kommutative Diagramme

v —F ¢ v — ¢

~ und ~
'l P 'l P
C C

und durch Zusammensetzen dieser Dreiecke weiterhin kommutative Diagramme

b

p p

\Y% C A% C
und

pl S u L S w

C C

mitu := 505’ und u’ := F)’o 5 Auf Grund von Eigenschaft 2 ist die Abbildung u durch
die Kommutativitit des ersten Diagramms aber eindeutig bestimmt. Da das Diagramm
kommutativ bleibt, wenn man u durch die identische Abbildung ersetzt, folgt

505’ =u=1Id.
Dieselbe Argumentation mit dem zweiten Diagramm liefert

pep=u=Id
Mit anderen Worten, 5 und 5’ sind zueinander inverse Isomorphismen und die Rdume
C und C’ sind isomorph (sogar in eindeutig bestimmter Weise!).

Existenz von Coker(f). Wir setzen
Coker(f) := V/Im(f)

und verwenden fur p die naturliche Abbildung
p:V — V/Im(f), v » v + Im(f),

auf den Faktorraum,

p(v) := v + Im(f).
Dann ist Bedingung 1 offensichtlich erfullt. Beweisen wir, daf} auch 2 gilt. Sei also eine
A-lineare Abbildung

g2 V—-W
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gegeben mit gof = 0. Wir haben zu zeigen, es gibt genau eine A-lineare Abbildung
2:V/Im(f) - W
mit §°f = g. Falls E existiert, so muf} gelten,
gv+Im(D) = g(f(v)) = g(v),

mit andern Worten, der Wert von g an der Stelle v+Im(f) ist eindeutig bestimmt.

Wir haben noch die Existenz von g zu beweisen. Wir setzen

SR gv+Im(D) :=g(v). o
Falls wir zeigen konnen, daf} diese Definition korrekt ist, so sind wir fertig, denn dann
gilt

g(f(v)) = g(v) fir alle v€V

(und offensichtlich ist § eine lineare Abbildung).

Beweisen wir die Korrektheit der Definition (*). Seien v,v’EV zwei Vektoren mit
v + Im(f) = v’ + Im(f).
Wir haben zu zeigen, daf} dann g(v) = g(v’) gilt. Auf Grund der Voraussetzung gilt
v-v’ € Im(f).
=0, d.h.

0= g(v-v') = g(v) - g(v").

Wegen geof =0 gilt glIm(f)

also g(v) = g(v’).

QED.

Bemerkung

Wir haben damit die naturliche Abbildung p: V. — V/Im(f), v i v + Im(f), fur jede
lineare Abbilung f: U — V durch eine Universalitatseigenschaft charakterisiert. Ist

UCV ein linearer Unterraum und f: U & V die natirliche Einbettung, so erhalten wir

gerade die folgende Charakterisierung der naturlichen Abbildung
p:V—V/Uve v+l

Es gilt der Homomorphie-Satz:

1. UC Ker(p).

2. FEine lineare Abbildung g: V — W faktorisiert sich genau dann uiber p, wenn U
C Ker(g) gilt.

3.  Die Faktorisierung von g uber p ist, falls sie existiert eindeutig.

1.2 Definition des Tensorprodukts zweier A-Moduiln

Seien V und W zwei A-Vektorraume. Das Tensorprodukt von V und W ist ein A-
Vektoraum

VOW = V® AW

zusammen mit einer A-bilinearen Abbildung

p=pV NG VxW — VW, (v,w) b p(v,w) = vVOW
wobei folgende Bedingung erfullt ist.
(®) A-bilineare Abbildung b:VxW—U mit Werten in einem A-Vektorraum U

faktorisiert sich eindeutig uiber p,
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[a¥d

b
b:VXWLV@W—> U,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung b mit b = bep.

Mit anderen Worten, es gibt ein kommutatives Diagramm

VxW
pl /D
VW

mit einer linearen Abbildung b, und diese lineare Abbilding b ist durch die
Kommutativitat dieses Diagramms eindeutig bestimmt.

U

Die Elemente von V®W heillen Tensoren.
Bemerkungen

(i)  Setzt man die bilineare Abbildung p:VxW—=V®W mit einer linearen Abbildung
V®W—U zusammen, so erhdlt man trivialerweise eine bilineare Abbildunge

VxW—U. Bedingung (®) besagt gerade, da3 man auf diese Weise jede auf VxW
definierte bilineare Abbildung erhilt erhalt, und zwar jede auf genau eine Weise.

(i) Bedingung (®) ist dquivalent zu der Aussage, daB die folgende lineare Abbildung
bijektiv ist.
Hom , (V®W.U) — L(V,W.U), b peb.
Dabei bezeichne
L(V,W;U)
den A-Modul der tiber A bilinearen Abbildungen VxW—U.
(iii)) Wir zeigen als nachstes, dal das Tensorprodukt, falls es existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Danach werden wir die wichtigsten

Eigenschaften des Tensorprodukt unter der Annahme, daf} es existiert, ableiten.
Seine Existenz beweisen wir ganz zum Schluf.

1.3 Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie

Seien V,W zwei A-Vektorraume und
b: VxW — Uund b’: VxW — U’
zwel bilineare Abbildungen, welche die Eigenschaft (®) eines Tensorprodukts besitzen.

Dann gibt es genau einen A-linearen Isomorphismus f:U—U”" , fur welchen das
folgende Diagramm kommutativ ist.

VxV

by =/ f

U’

U

d.h. es gilt b’ = feb.
Beweis. Auf Grund der Universalitatseigenschaft (®) von b gibt es zumindest eine A-
lineare Abbildung f:U—U’ mit der geforderten Eigenschaft,
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VxV
bl S f
U’
Weiterhin gibt es aber auch (auf Grund der Universaltatseigenschaft (®) von b’) eine A-
lineare Abbildung f* sodal}

U

VxV
b, ‘], /( f’
U’
kommutativ ist. Durch Zusammensetzen dieser kommutativen Dreiecke erhalten wir
kommutative Diagramme

U

b

VxV U’ VxV U
v, Sw bl Su
U’ U

mit u := fof” und v’ := f’of. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage von (®) sind die
linearen Abbildungen u und u’ durch die Kommutativitat dieser Diagramme eindeutig
festgelegt. Da die Diagramme aber kommutativ bleiben, wenn man u und u’ durch die
identischen Abbildungen ersetzt, gilt

fof’ =u=Id und f’of =u’ =Id.
Die Abbildungen f und f” sind folglich zueinander inverse Isomorphismen.
QED.

Bemerkungen
(i)  Aus der obigen Argumentation ergibt sich, daB} jede A-lineare Abbildung f, fur
welche das Diagramm

VxV
bl S f
U’
kommutativ ist, automatisch ein Isomorphismus ist.

U

(i) Im folgenden nehmen wir an, daf} das Tensorprodukt zweier A-Vektorraume V

und W stets existiert. Das Bild des Paares (v,w)EVxW bei der natiirlichen
Abbildung

p= pV’W:VxW — VW

bezeichnen wir wie in der Definition mit v&®w, d.h. die naturliche Abbildung soll
gerade die Abbildungsvorschrift

VxW — VRW, (V,w) » VR®Ww.

haben. Die Bilinearitit der naturlichen Abbildung p bedeutet gerade, daf} die
folgenden Rechenregeln gelten.

(a) V+V)ROW =V ROW + V'OW

(b) V(W +W”’) = vRW’ + v@wW”

(©) (cv)®w = c(VR®W) = v®(cw)
fur beliebige v,v’,v’EV, w,w’ ,w’EW, cEA.

Wir beweisen als nachstes die wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts.
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1.4 Ein Erzeugendensystem fur VW

Seien (Vi)i a1 und (Wj)j el Erzeugendensysteme der A-Vektorraume V bzw. W. Dann
bilden die Vektoren der Gestalt
V.QW.
)
mit i€l und jJEJ ein Erzeugendensystem des Vektorraums VOW.

Beweis. Sei

U:=<Vi®ijiEI,jEJ> C Veow

der von den Vektoren Vi®Wj erzeugte A-Teilmodul von V®W. Jeder Vektor vEV ist
Linearkombination der \A und jeder Vektor wEW ist Linearkombination der wj . Also
ist v®w Linearkombination der Vi®WJ.. Mit anderen Worten, fur jedes v&V und jedes

weW gilt

vew e U.
Die Abbildungsvorschrift der naturlichen Abbildung

p: VW —= VOW, (v,w) b v®w
definiert also auch eine bilineare Abbildung
b:VxW — U, (Vv,w) » VO®Ww.
Insbesondere hat man ein kommutatives Diagramm

VW U
(1 pl i
VW
wenn
i U— VOW

die naturliche Einbettung bezeichnet. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
die naturliche Einbettung 1 ist surjektiv, denn dann gilt

VOW =U = <ui®vj i€l jET>.

Weil b bilinear ist, ergibt sich aus der Universalititseigenschaft von p die Existenz einer
linearen Abbildung b, fur welches das Diagramm
VxW

) pl /D
VEOW

U

kommutativ ist, d.h. mit

E(V@W) = v@w.
Durch Zusammensetzen der Diagramme (1) und (2) erhalten wir ein kommutatives
Diagramm
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VxW

@ pl ich
VOW

Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage der Universalitatseigenschaft von p muB3 dann
aber

VW

iob = Id
gelten. Fur jedes t ® VW gilt also
t=1d(t) = i(b(t)) € Im(i),

d.h. es ist

Im(i) = VOW.
Die naturliche Einbettung i : U — V®W ist somit surjektiv.
QED.

1.5 Eigenschaften des Tensorprodukts von Moduln

Seien U, V, W beliebige A-Moduln. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Es gibt genau eine K-lineare Abbildung V®A—V mit
V&C B CV.
Diese ist ein Isomorphismus
V®A =V.
(i) Es gibt genau eine A-lineare Abbildung VOW — W&V mit
VROW B WRV.
Diese ist ein Isomorphismus,
VW = WR®V
(iii) Es gibt genau eine A-lineare Abbildung U®(VOW) — (UR®V)®W mit
UR(VEOW) B (URV)POW.
Diese ist ein Isomorphismus
UR(VEOW) = (UBV)RXW.
(iv) Es gibt genau eine bilineare Abbildung U®(VEW) — (U®V)D(UX®W) mit
u®(v,w) B (U®v, u®w).
Diese ist ein Isomorphismus

UR(VEW) = (URV)D(URXW)..
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die bilineare Abbildung

m: VxA — V, (v,c) b cv.
Zeigen wir, diese Abbildung besitzt die Eigenschaft (®) des Tensorprodukts.

Sei also b: VxA — P eine bilineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, diese Abbildung
faktorisiert sich eindeutig tiber m,

~Y

m b
b:VXA—V —P,

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b mit b = bem.
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Eindeutigkeit von b. Fr jedes vE€V gilt, falls b existiert,
b(v) = b(1+v) = b(m(v,1)) = b(v,1).
Mit anderen Worten b ist durch b eindeutig festgelegt.

Existenz von b.
Wir setzen

B(V) :=b(v,1) fur jedes v E V.
Weil b bilinear ist, ist auf diese Weise eine lineare Abbildung
b:V—P
definiert. Fur beliebige (v, c) €V x A gilt
b(m(v, ¢)) = b(cv) = b(ev, 1) = cob(v,1) = b(v, c*1) = b(v.¢).
Wir haben gezeigt, b = bem, d.h. b ist die Abbildung mit der geforderten Eigenschaft.
Wir haben gezeigt, die oben definierte Abbildung m besitzt die Universalititseigenschaft

des Tensorprodukts. Auf Grund von Bemerkung 1.3 (i) gibt es genau einen
Isomorphismus

m: VOK — V,
fur welchen das Diagramm

m
VxK — V

pl /m
V®K
kommutativ ist. Auf Grund der Kommutativitat dieses Diagramms gilt aber
m(v®c) = m(p(v.c)) = m(v,c) = cv,

d.h. m ist der Isomorphismus, dessen Existenz in Aussage (1) behauptet wird.

Zu (i1). Betrachten wir die Abbildung

b:VxW — WYV, (v,w) b w®v.
Nach Bemerkung 1.3 (ii) ist diese Abbildung bilinear. Deshalb faktorisiert sich diese
Abbildiung eindeutig iber das Tensorprodukt V&OW,

f
b:vxw 2 vew s wov,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung f mit b = fop, d.h.

f(v®w) = f(p(v,w)) = b(v,w) = w®v.
Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung

f: VW — WRV, v®w b w®v.

ist ein Isomorphismus. Aus Symmetriegriinden gibt es aber auch genau eine A-lineare
Abbildung

f: WROV—=VRIW, w®V b vR®wW
Es gilt
(fof)(W®V) = w®V
und
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(fef)(vROW) = v®OW,
fur beliebige vE Vund w € W.
Die Abbildungen fof” und f’of wirken auf einem Erzeugendensystem von W®V bzw.

V®W wie die identische Abbildung, sind also selbst identische Abbildungen. Also sind
f und f* zueinaner inverse Isomorphismen.

Zu (ii1). Betrachten wir fur vorgegebens w € W die Abbildung

UxV — UR(VRW), (u,v) b u@(VROW).
Diese Abbildung ist bilinear, faktorisiert sich also uiber das Tensorprodukt U®'V,

f
uxv 2 vev X% usvew),
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fw , deren Zusammensetzung mit p gerade die

vorgegebene Abbildung ist, d.h. eine lineare Abbildung fw mit
fw(u®v) = fw(p(u,v)) = u®(vew).

Untersuchen wir, in welcher Weise die lineare Abbildung
fW: UR®V — UX(VRW), u®v B u®(ve®w),

von w € W abhingt, d.h. betrachten wir die Abbildung
f:(U®V)xW — UR(VR®W), (t, W) fW(t).
Diese Abbildung ist linear in t. Zeigen wir, daf sie auch linear in w ist, d.h. daB gilt
b b 2 ,,(t) = C’f ’(t) + c,,f 9’(t)'
W 4+C’w w w
Zumindest stehen auf beiden Seiten der zu beweisenden Identitat A-lineare Abbildungen
@:U®V — UR(VROW), t b ¢(t).

und die Abbildung auf der linken Seite ist durch die folgende Bedingung eindeutig
festgelegt:

P(U®V) = uR(VA(C’W’+c”W”)).
Zum Beweis der Gleichheit reicht es folglich, wenn wir zeigen, die Abbildung auf der

rechten Seite genugt derselben Bedingung. Sei also ¢ die Abbildung auf der rechten
Seite. Dann gilt

o(u®v) = c’fw,(u®v) + c”fw,, (u®v)

= u®(VROW’) + c"u@®@(vRW”)

= u®(c’*(VOW’)) + u®(c”’(vdw”))
=u® (V®C'W’) + u ® (V®c’wW”)
=u® (VRC'W’ + v®c”’wW”)

=u® (V®( c’W’+c”wW”))
Damit ist die Bilinearitat der Abbildung f gezeigt. Die Abbildung f faktorisiert sich damit

uber das Tensorprodukt (U®V)Q@W,

£ UaVw L5 weview L uavew),

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung g mit f = gep, d.h. mit
g(t®w) = g(p(t, w)) = f(t, w) = fw(t).
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Da die Abbildung fw bereits durch ihre Werte in den Elementen der Gestalt t = u®v

eindeutig festgelegt ist, gilt dasselbe fur g, wobei
g(u®V)®W) = fw(u®v) = u®(v®w)
ist'. Wir haben damit gezeigt, es gibt genau eine A-lineare Abbildung
2 (U®V)®W — UR(VR®W)
mit g((u®v)®w) = u®(v®w). Wir haben noch zu zeigen, diese Abbildung ist ein
Isomorphismus.

Eine analoge Argumentation wie die eben angefuhrte zeigt, es gibt genau eine A-lineare
Abbildung

h: U®(VRW) — (U®V)®W
mit
h(u®(VAW)) = (URV)R®W
fur alle ueU, veV, w&eW. Die beiden Formeln fur g und h zeigen, die beiden
Zusammensetzungen sind lineare Abbildungen
goh: UR(VROW) = UR(VROW)
hog: (URV)®W — (URV)OW
mit
goh(uU®(VRW)) = u®(vR®w)
und
hog((U®V)®W) = (URV)R®W
fur alle u€U, v&V,w&W. Nach 1.4 bilden aber die Vektoren der Gestalt
u®(v®w) bzw. (UR®V)X®W

ein Erzeugendensystem des Vektorraums U®(VOW) bzw. (U®V)®W. Die beiden
Zusammensetzungen stimmen also auf einem Erzeugendensystem mit der identischen
Abbildung uiberein, sind also gleich der identisdchen Abbildung. Wir haben gezeigt, g
und h sind zueinander inverse Isomorphismen.

Zu (iv). Betrachten wir die Abbildung

f: Ux(VOW) — (UKV)D(U®W), (u, (v,w)) b (U®v, u®w).

Auf Grund der Bilinearitat von ® ist f ebenfalls bilinear:

99,99 29 .99

f(c’w” + c’u”,(v,w)) =((c’u’ +c’u”)®yv, (c’u’ + c’u”)®w)
=(C’U®V + UV, W + c’u”"®w)
=(C’'U®v, cU'®W) + (c"u”’®v, c’u’®@w)
= c’'f(u”,(v,w)) + c”f(u”, (v,w))

f(u, c’(V’,w’) + c”(v’,w”))  =1(u, (c’V+c’Vv’,c’W+c’wW”))

- (u®( C’V’+C”V”)’ u@( C’w’+C”W”))

= (C’u®v’ + c’u®v”’, ’u@w’ + c’u@w’)

= (U®V’, u®W’) + ¢”’(U®V”’, u@®w”)

=c’f(u, (vV’,w’)) + c’f(u, (v’,w”))
Damit ist die Bilinearitat von f bewiesen. Die Abbildung faktorisiert sich also eindeutig
uber die naturliche Abbildung ins Tensorprodukt UR(VEW),

" Alternative Argumentationen: jedes t € U®V ist A-Linearkombinnation von Elementen der Gestalt

u®v und jedes Element von (U®V)®W ist A-Linearkombination von Elementen der Gestalt
(UOV)®Ow.
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~yY

f
f: Ux (VOW) i) UR(NVEW) — (URV)D(URW),
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mit f = fop, d.h. mit
Fu®.w) = T(p(u, (v.w)) = f(u, (v,w)) = (u®v, u®w)

Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung
f: UR(VOW) — (URV)D(URW), 3)
u®(v,w) b (U®v, u@w),
ist ein Isomorphismus. Dazu reicht eis zu zeigen, es gibt eine lineare Abbildung
g: (URV)®(URW) — UR(VEAW), “4)
WV UAW?) B 1’®V’,0) + u”®0,w”)
und die beiden Zusammensetzungen

2of; UR(VAW) — UR(VAW) )
u®(v,w) b (U®V,u®wW) B u®(v,0)+u®(0,w) = uR(v,w)
fog: (UQV)B(UGW) 1 (UQV)D(UQW) (6)

WRV,Uu"OW") b 1’R(V’,0) + u”®0,w”) b (W®V,0)+(0,u”@W”)=(1’®V’ ,u”’@w”)

sind gerade die Identischen Abbildungen.
Abbildung (5) ist dabei ganz offensichtlich die identische Abbildungen, denn bei (5)

wird ein Erzeugendensystem von U®(V®W) genauso abgebildet wie bei der
identischen Abbildung. Um zu zeigen, auch (6) ist die identische Abbildung, reicht es
zu zeigen, die Einschrankung von (6) auf jeden der beiden direkten Summanden ist die
identische Abbildung. Diese beiden Einschrankungen bilden aber jeweils ein
Erzeugendensystem so ab wie die identische Abbildung:

UR®V — URV , u®v » u®v bzw. UW—=URX®W, u®w 1 u@w.

Wir haben somit nur noch zu zeigen, dal die lineare Abbildung (4) existiert. Dazu
wiederum reicht es zu zeigen, dafl die beiden Einschrankungen auf die beiden direkten
Summanden existieren:

UR®V — UX(VEW), u®v » u®(v, 0),

UR®W — URX((VEAW), u®w 1 u®(0,w).

Diese beiden letzten Abbildungen existieren aber wegen der Universalititseingenschaft
des Tensorprodukts und der Bilinearitét der beiden folgenden Abbildungen.

UxV — UR(VEW), (u, v) » (u®yv, 0),

UxW — UX®(VOEW), (u, w) » (0, u®w).

QED.
Bemerkung
Aussage (iv) 1aBt sich auf den Fall einer beliebigen Familie {Vi}i <1 Vor A-Moduln

verallgemeinern: die A-lineare Abbildung
U®(@iEI Vi) — ®iEI (U®Vi)’ u® > Vi b D u®vi ,
i€l i€l
ist wohldefiniert und bijektiv und besitzt die Umkehrung
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€|_)iEI (U®Vi) - U®(€I—)i€1 Vo, X ui®Vi 2> ui®{6ij.vi}j€I} => ui®Vi.
i€l i€l i€l
Die Schreibweise ganz rechts identifiziert dabei jedes Vi mit dem Teilmodul der direkten

Summe @i Vi , dessen Elemente nur an der i-ten Stelle eine von Null verschiedene

€l

Koordinate besitzen.
Der Beweis ist im wesentlichen derselbe. Man zeigt, daf die Abbilduing

f: U x (®iEI Vi) — ®iEI (U®Vi)’ (u, > Vi) By u®vi ,
i€l i€l
bilinear ist, und erhalt so eine A-lineare Abbildung
fU® (®iEI Vi) — @iEI (U®Vi)’ oy vi b > u®vi .
i€l i€l
Dann zeigt man fur jedes i€l, daB die Abbildung®

UxVi — U®(®iEI Vi)’ (u,v) » u®{6ij-v}jel,

bilinear ist, und erhalt so fur jedes i€l die A-lineare Abbildung
gi:U®Vi — U®(€|-)iEI Vi)’ u®v u®{6ij-v}jEI,

Die Abbildungen g setzen sich zu einer A-linearen Abbildung

o ®iEI (U®Vi) —U® (®iEI Vi)’ > u®vi B> gi(u®vi),
i€l i€l

zusammen. Es reicht zu zeigen, f und g sind invers zueinander. Das wird auf dieselbe
Weise wie im Fall von zwei Summanden gezeigt. Es gilt

g(f(u@vi)) = g(u®vi) = u@){éij-vi}jEI = U®Vi.
Weil die Elemente der Gestalt u®vi ein Erzeugendensystem von U ® (69i a1 Vi) bilden,

folgt
gof =1Id.
Weiter gilt

f(g(u®vi)) = f(u®{6ijovi}j61) = f(u®vi) = u®vi.
Weil die Elemente der Gestalt u®vi ein Erzeugendensystem von @i oI (U®Vi) bilden,

folgt
fog = Id.
QED.

1.6 Eigenschaften des Tensorprodukis von Elementen

Seien V und W zwei A-Moduln und (Vi)i a1 und (wj)j oy ZWel Familien von Elementen

auf V bzw. W. Dann gelten die folgenden Aussagen.

2Furi # j sei 8. »v das Null-Element des Moduls V_ (obwohl v in V_ liegen soll).
ij j i
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(1)  Sind die Vi in V und die WJ. in W linear unabhéngig, so sind es auch die Vi®wj in

VW
(vorausgesetzt, die vi lassen sich zu einer Basis von V und die w. lassen sich zu

ein(;:r Basis von W erginzen - was im Fall, da A ein Korper ist, stets der Fall
ist)’.
(i) Bilden die v, ein Erzeugendensystem von V und die wj eines von W, so bilden die

Vi®Wj eines VOW.
(i) Bilden die \A eine Basis von V und die wj eine von W, so bilden die Vi®wj eine

VROW.
Unter einer Basis wollen wir hier ein iiber A linear unabhingiges Erzeugendensystem
verstehen.

Beweis. Aussage (ii) wurde bereit bewiesen (vgl. 1.4). Aussage (iii) folgt aus (i) und
(i1). Es reicht also, Aussage (i) zu beweisen.
Zum Beweis von (i) konnen wir die Familien (Vi)i a1 und (wj)j oy 8 Basen von V bzw.

W ergianzen, d.h. wir konnen annehmen,
v.). _. ist eine Basis von V
( 1)161

? Auf die in Klammern angegebenen zusitzlichen Bedingungen kann man verzichten. Der Beweis ohne
diese Voraussetzungen erfordert jedoch etwas homomogische Algebra. Seien

Vo= E Aev. C Vund W’ := 2 Aw. C W
1 ]
i€l el
die von den v, bzw. w_ erzeugten freien Teilmoduln von V bzw. W. Dann sind die Zeilen und Spalten
1 J
des folgenden kommutativen Diagramms exakt.
a p
0— VW — VW — (V)W —0
a] b] |
Y d
0— VW — VOW — ((V/VIOW —0

o ] d

€ g
0— VOW/W’) — VRI(W/W’) — (V/V)R®W/W’) —0
Die Zeilen dieses Diagramms entstehen aus der exakten Sequenz
00—V —-V—SVV —0
durch Tensorieren mit W’, W und W/W’, die Spalten aus der exakten Sequenz
00— W —-W S WW —0
durch Tensorieren mit V’, V und V/V’. Auf Grund der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts reicht es, die
Injektivitat von a, b, c und a, y, € zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, da3 die beiden exakten
Sequenzen
0—-V —-V—SVV —0
00— W —-W—oWW —0
zerfallen, d.h. die Moduln in der Mitte sind direkte Summen der beiden duleren Moduln, d.h. in der
Menge der Isomorphie-Klassen der Erweiterungen von V/V’ mit V'’ (bzw. von W/W’ mit W)
reprasentieren die beiden exakten Sequenzen das Null-Element. Dazu reicht es zu zeigen,

1 k) N\ - 1 E} i
Ext, (V', V/V’) =0 = Ext, (W, W/W").

Das ist aber trivialerweise der Fall, weil V' und W’ freie A-Moduln sind.
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(wj)j el ist eine Basis von W.
Wir konnen dann V und W wie folgt als direkte Summen schreiben.
V=73 A-Vi = @iEI A-Vi
i€l
W= S Aew. =@, __ Aew.
,2 el
€]
Nach Bemerkung 1.5 folgt
VW = (@iEI A-vi)®(®jeJ A-wj)
= ®iEI®j€J (A-Vi)®(A-wj)
Weil die Vi und wj eine Basis von V bzw. W bilden, bestehen Isomorphismen

A-Vi — A, a-Vi b a, und A-wj — A, a-wj —>a,
und damit auch Isomorphismen
(A'Vi)®(A'Wj) — AR®A — A, (X‘Vi)®(y'Wj) B X®y B Xy.

Als Teilmodul von V®W ist aber
(A-Vi)®(A-wj) = A-Vi®wj.

Auf Grund des Isomorphismus gilt deshalb

a-Vi®wj =0 a=0.
Zusammen mit

VROW = @iEI@j a1 A°Vi®wj
bedeutet dies:

D aij-vi@)wj =0 & aijovi@)wj = 0 fur beliebige (i,j)EIxJ
(L)ET
& aij = 0 fur beliebige (i,j)EIxJ

Mit anderen Worten, die Vi®Wj sind linear unabhéngig.

QED.
Bemerkungen

(i) Aussage (iii) bietet die Moglichkeit, die Existenz des Tensorproduktes zu
beweisen fur den Fall, da A ein Korper ist: Man wahle in V und W jeweils eine

Basis (Vi) bzw. (Wj) und definere V®W als den Raum mit der Basis {Vi®Wj}.

Man hat dann allerdings die Unabhéngigkeit der Konstruktion von der Wahl der
Basen zu beweisen. Unser Beweis wird von vornherein unabhingig von jeder

Basis sein.

(i)  Ausssage (i) ist fur Ringe A, die keine Korper sind im allgemeinen falsch ohne
die zusatzliche in Klammern angegebene Bedingung. Das nachfolgende Beispiel

illustriert dieses Phanomen.

Beispiel.

Seien k ein Korper und A = k[x] der Polynomring uiber k in einer Unbestimmten Xx.

Weiter sei

B = Alyl/(x-y)
Jedes Polynom von Aly] = A[X, y] 1aBt sich auf genau eine Weise in der Gestalt
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f(x) + yeg(y) + xy-h(x,y) mit fEk[x], g€K[y], hEK[X,y].

schreiben. Der erste Summand enthalt alle Summanden, in denen y nicht vorkommt, der
zweite alle Summanden, in denen x nicht vorkommt - auBer dem Absolutglied - und der
dritte alle ibrigen Summanden. Auf Grund dieser Zerlegung kann man B identifizieren
mit

B =A ® yekl[y].
Insbesondere ist 1 € B linear unabhédngig uber dem Teilring A. Weiter ist x linear
unabhingig iber A: mit ax =0 in A gilt a = 0. Betrachten wir

x®1 EA® AB

Beim Isomorphismus
A® B — B, a®b 1> b,

geht x®1 uber in x € B.

1.7 Die Koordinaten eines Tensors

Seien V und W zwei A-Moduln und
Vigr 04 Wiy
Basen von V bzw. W. Dann laft sich jeder Tensor
tE VROW

in der Gestalt
- ij
t > C Vi®Wj
iI€LJel)

schreiben mit eindeutig bestimmten cleK. die ¢ heiBen Koordinaten des Tensors t
bezuiglich der gegebenen Basen.

Sind endlich viele A-Moduln

gegeben und fur jedes i eine Basis

{v..}

Vil i,

von Vi so hat man fur jeden Tensor
tEV1 ®..® Vr

eindeutig bestimmte Elemente S

i1iy...1

o 12 ek
mit

t= D C Vi ’1®...®Vi

i € ,.iE) 1 r

b

iiy...
Die ¢ 1 27" T heiBen dann Koordinaten des Tensors t bezuglich der gegebenen Basen.

1.8 Das Verhalten der Koordinaten bei Basiswechsel

Seien
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V,,...,V
1 r
endlich viele A-Moduln und seien fur jedes i €{1,...,r} zwei Basen
vi =5 }jEJi viEiv; }jEJi

von Vi gegeben. Wir betrachten die Koordinaten eines Tensors

tEV1 ®..® Vr
bezuglich der beiden Familien von Basen:
iliz...ir
t = D c \A l®...®V.

1 1,r
i €] ,...,irEJ r

= | D | c v i1,1®...®V ir’r.
IIEJI"""IrEJr
Bezeichne A := M(Id) = (aJI- é) die Basiswechelsmatrix fur den Ubergang der Basis v ¢

zur Basis V’Z,

Dann besteht zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Koordinaten von t die
folgende Relation.

. i i
... 1 I op...0
c’1 r = > a ‘..o a C 1 r
oyl a_r
o, €] ,...a&]
171 r r
Beweis. Es gilt
il...l
t= D c' v, ®.®v.
,1 1,1
i €] ,.1i€] 1 r
1771 r r
1,1,...1 a a
_ 12 r 1 ) T ’
= > c (G a, ,lV o ’1)®...®( > a, ,rvcx ,r)
i €] ,.1i€] acr 1 1 ac] T r
171 r r 1 r r
o o 1,1n...1
= D D a. 1 oa.be 12 v ®..QVv’
i, 1 ir a.,l o ,r
i €] ,.i€] o &), . oc] 1 r 1 r
171 r r 171 r r
Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung.
QED.
1.9 Bemerkungen zum den Tensoren der Physik
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,
Vl,...,VnEV ()

eine Basis von V und
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vl . ey )
die zugehorige duale Basis. Bezeichne

VO paw v®s
die r-te Tensorpotenz von V bzw. die s-te Tensorpotenz von V*, d.h. das
Tensorprodukt von r Exemplaren des Raumes V (bzw. s Exemplaren des Raumes V*).
Ein r-fach kovarianter und s-fach kontravarianter Tensor im ist ein Element von

V®r®V*®S

wobei man sich den Tensor durch dessen Koordinaten bezuglich der Basen (1) und (2)
gegeben denkt.
Bemerkung
Seien

v ,...v. €V

1 n

eine zweite Basis von V,

V’l,...,V’nEV>‘<

die zugehorige duale Basis und A = MV,(Id) = (a}) die Basiswechselmatrix fur den
Ubergang von v nach v’, d.h.

S .
= > ai Vi
a=1
Bezeichne B = (bJI-) die zu B inverse Matrix (d.h. die Basiswechselmatrix B = MX (Id).
Dann gilt
oy b v
() =3 ba v
o=1

Fur die Koordinaten eines Tensors t € V®r®V*®S,

id,...1 . .
¢ =y cjl_%j V. ®.8v. eV 1e..6v"
ey el sl r
171 r T
12 j '
= S g Vi @OV ovile..ev'
el e b I r
171 r
besteht dann die folgende Relation.
i i i o,..o
1 r B p
c’-1 ! = D a_ -.-a_ b l.-bTec b
Y1 r T r

Beweis. Nach 1.8 reicht es (1) zu beweisen, d.h.es reicht zu zeigen, die rechte Seite
von (1) genugt den deflmerenden Bedmgungen fur dle duale Basis. Es gllt

2 b v = (2 b v’“)(v)_(g b’ v’“)(g a vig)
a=1 a=1 a=1 =1

= g § bja af) V’a( v’ )

a=1 pB=1 :
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n n
] B
= b d
33 bgales
a=1 pB=1
= 3 bj a®
= E o &
a=1
=5l
i
Damit ist (1) bewiesen, und damit die Behauptung.
QED.
Bemerkungen

(1) In der Physik betrachtet man im allgemeinen Koordinatenwechsel zwischen
“krummlinigen Koordinaten”, sagen wir

(x’1 s, Xy = f(xl,...,xn).

An die Stelle der Matrix A = (aJI-) tritt dann die Matrix der Linearisierung von f,

1 E)X’i
J axj
Firr die Matrix B = A1 gilt dann (nach der Kettenregel)
bl OX
I ax’)
(i) Einsteinsche Summenkonvention. In jedem Ausdruck, in welchen ein und
derselbe Index sowohl als oberer als auch als unterer Index auftritt, wird uber
diesen Index summiert (maximaler Summationsbereich).

Unter Verwendung dieser Konvention hatten wir in den obigen Rechnungen
samtliche Summenzeichen weglassen konnen.

1.10 Die Existenz des Tensorprodukts

Fur je zwei K-Vektorraume V und W existiert das Tensorprodukt.

Vorbemerkung. Wir haben gesehen, falls das Tensorprodukt V®W existiert, so wird
es von den Tensoren v&®w mit v&V und wEW erzeugt. Mit anderen Worten, VW ist
ein Faktorraum des von den Vektoren v®w frei erzeugten Vektoraums. Wir nutzen jetzt
diese Tatsache zur Konstruktion von V®W, d.h. wir werden V®W als Faktorraum

eines frei erzeugten Vektorraums definieren. Anstelle der Bezeichnung v&®w werden
wir fur die Elemente des frei erzeugten Vektorraum das Symbol (v,w) wihlen.
Beweis. Sei M die Menge VxW der Paare (v,w) mit v&€V und wEW,
M = VxW.
Betrachten wir den von M frei erzeugten K-Vektorraum
F(M).
Dieser Vektorraum besteht aus allen endlichen K-Linearkombinationen von Paaren der

Gestalt (v,w) mit v€V und w&W,
cl-(vl,wl) + ...+ cr-(vr,wr)
mit ciEK, ViEV, wiEW furi=1,...,r.

Bemerkung. Man beachte, F(M) ist unendlich-dimensional, sobald M unendlich viele
Elmente enthalt, d.h. selbst wenn V und W endliche Dimension haben, kann die



28

Dimension von F(M) unendlich sein, denn nach Konstruktion bilden die Elemente von
M gerade eine Basis von F(M),
dim F(M) = # M.

Wir konstruieren jetzt den Unterraum R, nach den wir den Raum F(M) faktorisieren
wollen. Der Raum R werde von allen Vektoren der folgenden Gestalt erzeugt.

(v, w +wW’) - (v,w’) - (v,w”) mit vEV, W’ ,w’EW (1)
vV + v, w) - (VW) - (vV',w) mit v,v’EV, weEW 2)
(cv, w) - ¢(v,w) mit cEK, vEV, wEW 3)
(v, cw) - c(v,w) mit cEK, v&€V, wEW. @

Dabei schreiben wir vereinfachend (v,w) anstelle von 1:(v,w) und -(v,w) anstelle von
(-1)e(v, w) fur v€V, wEW.

Bemerkung. Dieser Unterraum R ist im allgemeinen ebenfalls sehr grof3. Wir werden
sehen, er ist so grof}, daf der Faktoraum F(M)/R im Fall von endlich-dimensionalen
Raumen endlich-dimensional wird.

Wir setzen
VW :=FM)/R.
Bezeichne
v: F(M) — F(M)/R
die naturliche Abbildung. Weiter setzen wir
vRW = y((v,w)).
Wir haben zu zeigen, die Abbildung
Q= YIVXW: VxW — F(M)/R, (v,w) b y((v,w)) = vV®OW
ist bilinear und hat die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts.
Linearitdt von @ bezuglich des ersten Arguments. Wir haben zu zeigen

L. o(vV'+v7, w) - (v, w) - @p(v”’,w) = 0.
2. p(cv,w) - c(v,w) = 0.
Die linke Seite von 1. ist gleich
POV VT, W) - (VW) - (VW) = (VAT W) - (VW) - (VW)
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (2), liegt

also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.
Die linke Seite von 2. ist gleich

Pev,w) - c(v,w) = y((cv,w) - c(V,W))
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (3), liegt

also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.

Linearitit von ¢ bezuglich des zweiten Arguments. Man verwendet dieselben
Argumente wie beim Beweis der Linearitit beziiglich der ersten Variablen, wobei man
die Elemente der Gestalt (1) und (4) von R (anstelle der Elemente der Gestalt (2) und
(3)) benutzt.

Die Unversalitiatseigenschaft der Abbildung . Wir haben zu zeigen, jede K-lineare
Abbildung

b: VxW — U



29

faktorisiert sich eindeutig uiber die Abbildung ¢, d.h. zu gegebenen b gibt es genau ein
lineare Abbildung b: F(M)/R — U mit

b(v,w) = ble(v,w)) (5)
fur alle v€V und alle wEW.

Beweis der Eindeutigkeit von b.Nach Konstruktion bilden die Vektoren der Gestalt
(v,w) ein Erzeugendensystem von F(M). Deshalb bilden die Bilder der (v,w) bei der
natirlichen Surjektion

v: F(M) — F(M)/R
ein Erzeugendensystem von F(M)/R, d.h. die Elemente
Y((v,w)) = @(v,w) mit v€V und w&W
bilden ein Erzeugendensystem von F(M)/R. Bedingung (5) (riuckwarts gelesen) legt
daher die Werte von b auf einem Erzeugendensystem von F(M)/R fest. Da b linear sein

soll, ist damit die gesamte Abbildung b festgelegt.
Bemerkungen zum weiteren Beweis-Verlauf.

(i) Zum Beweis der Existenz von b konnten wir (5) als Definition verwenden und dann
die Korrektheit der Definition beweisen. Obwohl man auf diese Weise durchaus zum
Ziel kommt, wollen wir hier anders vorgehen, um die bereits bewiesenen Aussagen
etwas effektiver nutzen zu konnen.

(i1) Aus der Existenz der Abbildung b: FM)R — U folgt naturlich auch die Existenz
der Zusammensetzung von b mit der naturlichen Abbildung y:F(M) — F(M)/R. Wir

werden von dieser Zusammensetzung ausgehen und mit deren Hilfe die Existenz von b
beweisen.

Beweis der Existenz von b. Betrachten wir die K-lineare Abbildung
b’: FM) — U mit (v,w) i b(v,w).
Da die Paare der Gestalt (v,w) eine Basis von F(M) bilden, gibt es genau eine lineare

Abbildung, die fur jedes v€V und jedes wEW im Basisvektor (v,w) € F(M) den
vorgegebenen Wert b(v,w) annimmt.

Zum Beweis der Existenz von b reicht es zu zeigen, der Unterraum RCF(M) liegt im
Kern von b’,

R C ker(b’), (6)

denn auf Grund der von uns bewiesenen Universalitatseigenschaft des Faktorraums
faktorisiert sich dann b’ in eindeutiger Weise uber die naturliche Abbildung

v:F(IM)—F(M)/R (vgl. die Bemerkung am Ende von 1.1),

b*: FQM) — FOM)R — U,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b’ mitb’ = b ey , d.h. mit

b(v,w) = b’((v,w)) = B’ (y(v,w)) = b’ ((v,W)).
Die Abbildung

b: FEM)/R — U, (v,w) +R 1 b(v,w)

ist somit gerade die von uns gesuchte Abbildung b.
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Wir haben noch (6) zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, die Abbildung b’ bildet die
Elemente eines Erzeugendensystems von R in die Null ab. Es genuigt somit zu zeigen,
daf} die Elemente der Gestalt (1), (2), (3), (4) bei b’ in die Null abgebildet werden. Das
ist aber gerade eine Folge der Bilinearitat von b. Zum Beispiel ist
b’((v, w +wW”’) - (v,w’) - (V,Ww”))

=b’(v, w +wW”) -b’(v,w’) - b’(v,w”)

=b(v, w + w”’) - b(v,w’) - b(v,w”)

=0.
Das erste Gleichheitszeichen besteht auf Grund der Linearitat von b’, das zweite nach
Definition von b’ und das dritte wegen der Liniearitit von b bezuglich des zweiten
Arguments.
QED.
Bemerkung
Im Fall endlich-dimensionaler Vektorraume V und W ist der Existenzbeweis fur das

Tensorprodukt einfacher. Die Definition des Tensorprodukt besagt gerade, V®W ist ein
Vektorraum mit

HomK(V®W, K) =L(V,W:K).
Mit anderen Worten, der zu VOW duale Vektorraum ist gerade L(V,W,K). Da man im

Fall von endlich-dimensionalen Raumen das doppelte Dual eines Vektorraum mit dem
Ausgangsraum identifizieren kann, folg

VW = L(V,W:K)*

fur dim V < © und dim W < «. Dies kann man im endlich-dimensionalen Fall als
Definition verwenden. Es ist nicht schwer, einzusehen, dafl L(V,W;K)* beziglich der
bilinearen Abbildung

VxW — L(V,W; K)*, (v,w) b (b b b(v,w))
tatsachlich die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts hat.

1.11 Die Funktorialitat des Tensorprodukts

(i) Seien f: V=V’ und g: W—W’ zwei A-lineare Abbildungen. Dann gibt es genau
eine A-lineare Abbildung f®g,fur welche das folgenden Diagramm kommutativ

1st.
f
VW 8, V' xW’ (v,w) 1 (f(v).g(W))
| I I
pV’W\l’ f® \l/ pV”W, ® f ®
VOW g VW’ vOW B f(v)®g(w)

Mit anderen Worten, f®g ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
(f®g)(vew) = f(v)®g(w) fur v&€V und weEW.
(i) Fur beliebige A-lineare Abbildungen f: V—=V’, {:V'=V” aW—-=W’,
g W —=W” gilt
(F®g")(feg) = (f'HX(g’°g).
(iii) Das Tensorprodukt der beiden identischen Abbildungen

IdV:V—>VundIdW:W—>W

ist die identische Abbildung von V&®W,

IdV®IdW = IdV W
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(iv) Seienf: V—» V'’ und g: W —» W’ zwei surjektive A-lineare Abbildungen. Dann
gilt:

a) Im(f®g) =V’ OW’

b) Ker(f®g) wird erzeugt von { v®Ow € VW | v € Ker(f) oder wEKer(g)}
Beweis. Zu (i). Da f und g linear sind und pV’,W’ bilinear ist, ist die
Zusammensetzung

Py w-o(x@)
bilinear. Die Existenz und Findeutigkeit von f{®g folgt deshalb aus der
Universalitatseigenschaft von pV,W .

Zu (ii). Fur v&V und weW gilt
(F®g’)o(f®g))(vaw) = (F'®g" ) (f(v)®g(w))
= £ (f(v))®g’ (g(W))
= (Fof(v))®(g og(W))
= (PoD®(g °2)) (vOW).
Die beiden linearen Abbildungen (f’®g’)e(f®g) und (f’°f)®(g’eg) haben fur alle
Vektoren der Gestalt v®w mit v&€V und w&W denselben Wert. Da die v®w ein
Erzeugendensystem von V®W bilden, folgt
(F'®g’)e(f®g) = (fH)P(g °g).
Zu (1i1). Fur v&€V und weW gilt
(IdV®IdW)(V®W) = (IdV(V))®(IdW(w)) = v®w,

d.h. die lineare Abbildung IdV®IdW hat auf allen Vektoren des Erzeugendensystems

{V®W}VEV,WEW

dieselben Werte wie die identische Abbildung IdV W Deshalb gilt

IdVCX)IdW = IdV BOW

Zu (iv) Sei T & V®W der von den Elementen der Menge
X :={v®w & V®W | v € Ker(f) oder wEKer(g)}
erzeugte A-Teilmodul von V®OW. Fur vew € X gilt
(f®g)(v®Ow) = f(v)®g(w) =0,
also v®@w € Ker(f®g), also
T C Ker(f®g). (1
Wir haben die umgekehrt Inklusion zu beweisen Wegen (1) faktorisiert sich
f®g: VOW — VOW’
uber VOW/T:

~Y

f®g: VOW L5 VOWIT L5 vew’.

Dabei sei p die naturliche Surjektion auf den Faktormodul und E die A-lineare
Abbildung mit

E(V@W mod T) = f(v)®g(w) fur beliebige v E V und weW.
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Zum Beweis des Gleichheitszeichens in (1) reicht es zu zeigen, daf} B bijektiv ist. Aus
der Bijektivitit von ’E)J ergibt sich auBerdem, dal f®g als Zusammensetzung der

surjektiven Abbildungen p und E surjektiv ist, d.h. es gilt auch Aussage a).

Betrachten wir die Abbildung
V' xW — VRIW/T, (v, W’) » v®w mod T. 2)

Dabei seien die Elemente v&€V und w&EW so gewihlt, dall
f(v)=v’ un g(w) =w’
gilt. Wir haben zu zeigen, daf} diese Definition korrekt ist, d.h. daf} sie nicht von der

speziellen Wahl der Elemente v und w abhéngt. Sei VIEV und WIEW ein weiterers
Paar von Elementen mit

f(vl) =v’ und g(wl) =w’.

Dann gilt
f(vl-v) =0und g(wl-w) =0
also
vV € Ker(f) und W W € Ker(g)
also

V1®w1 -VvOW = (Vl-V)®W1 + V®(W1-W) eT

also V1®W1 mod T = v®w mod T.

Die Abbildung (2) ist also korrekt definiert. Nach Konstruktion ist sie bilinear iiber A,
induziert also eine A-lineare Abbildung

VW — VOW/T, (v, w’) » v®w mod T. 3)
Ein Vergleich mit der Abbildungsvorschrift von B zeigt, daB (3) invers ist zu B

Deshalb ist S ein Isomorphismus, und es gilt

Ker(f®g) = Ker(p) = T.
Es gilt b) und wie schon erwiahnt auch a).
QED.

1.12 Additive Kategorien und Funktoren
Eine Kategorie C heif3t additiv, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. Fur je zwei Objekte X, X” von C existiert deren direkte Summe, d.h. ein Objekt
X zusammen mit zwei Morphismen
X —Xundi”: X7 — X
mit der Eigenschaft, daf es fur beliebige Morphismen
77X —=Yundj: X" —Y
genau einen Morphismus f:X — Y gibt, fur welchen das Diagramm

b bt

1 1
X’—)X(—X”

NG
Y
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kommutativ ist.* Mit anderen Worten, die Abbildung
Hom(X, Y) — Hom(X’, Y) x Hom(X”, Y), f 5 (foi’, foi”)
soll fur jedes Objekt Y von C bijektiv sein.
Die Morphismen 1’, i” heiBen dann die naturlichen Injektionen der direkten
Summe X.

2. Fur je zwei Objekte X’, X” von C existiert deren direktes Produkt, d.h. ein
Objekt X zusammen mit zwei Morphismen

P:X—X undp”: X — X”
mit der Eigenschaft, daf} es fur beliebige Morphismen
q:Y —=Xundq” Y — X"

genau einen Morphismus f: X — Y gibt, fur welchen das Diagramm

b 29

X’ (p_ X L X”

Ny
Y

kommutativ ist.” Mit anderen Worten, die Abbildung
Hom(Y, X) — Hom(Y, X’) x Hom(Y, X”); f i (p’of, p”of)

soll fur jedes Objekt Y von C bijektiv sein.
Die Morphismen p’, p” heilen dann die naturlichen Projektionen des direkten
Produkts X.

3. Fur je zwei Objekte X und Y von C besitzt HomC(X, Y) die Struktur einer

(additiven) abelschen Gruppe, wobei die Morphismen-Komposition
HomC(X, Y) x HomC(Y, 7)) — HomC(X, 7), (f, g) » gof,

fur je drei Objekte X, Y, Z Z-bilinear in f und g ist (d.h. es gelten die
Distributivgesetze).®
4.  Es gibt ein Objekt O von C mit 1

Ein Funktor

0= 0.” Es wird Null-Objekt genannt.

F-C—D

von abelschen Kategorien C, D heif3t additiv, wenn fur je zwei Objekte X, X’ von C die
Abbildung

F: Hom(X, X’) — Hom(F(X), F(X")), f i F(f),

ein Gruppen-Homomorphismus ist.
Bemerkungen
(1)  Je zwei 0-Objekte sind isomorph.

* Im Fall der Kategorie A-Mod der A-Moduln kann man X = X’@X” setzen und fur i’, i”” die natiirlichen
Einbettungen verwenden. Die Abbildung f ist dann gegeben durch
f((x7, x7) = f((x*,0) + (0.x7)) = £((x",0)) + £((0, x”)) = f(I"(x")) + f0"(x7)) = J’(X") + J"(x").

> Im Fall der Kategorie A-Mod kann man X = X’®X” setzen und fur p’, p” die natiirlichen Projektionen
verwenden. Die Abbildung f ist dann gegeben durch

f(y) = (), £'(y))

F@)=pEy)=9'y)

2(y) = p"(fy) = q"(¥),
also

fy) =@ ), "),
d.h. ¢’ und q” sind gerade die Koordinatenfunktionen von f.
¢ Die Hom-Mengen von A-Mod sind sogar A-Moduln und die Morphismen-Komposition ist bilinear
uber A.
" Ein A-Modul X, fur welchen der identische Morhismus gleich dem O-Morphismus ist, ist gleich dem
trivialen Modul 0.



34

(i)  Ist O ein Nullobjekt, so sind die Hom-Mengen Hom(O,X) und Hom(X,0) fur
jedes Objekt X einelementig,
Hom(0O,X) = {OOX}

Hom(X,0) = {0y}

(iii) Ein Morphismus f: X — Y ist genau dann eine Null-Morphismus (d.h. das
neutrale Element von Hom(X,Y)), wenn sich f tiber ein Nullobjekt faktorisiert,
X—0—0Y.
(iv) Fur je drei Objekte XO’ Xl’ X von C sind die folgenden Aussagen aquivalent.
(a) X ist direkte Summe der X(x ,a=0,1.

(b) X ist direktes Produkt der Xa ,o=0,1.
(©) Es gilt Morphismen P, X — Xa und 1 Xa —> X (a0=0,1) mit
1. pocl[3=6a[3 fur a, p € {0,1}
2. 1X:10p0+11p1
(v) Ein additiver Funktor tiberfiihrt direkte Summen in direkte Summen und direkte

Produkte in direkte Produkte.
(vi) Das Bild eines 0-Objekts bei einem additiven Funktor ist ein 0-Objekt.

Beweis. Zu (i). Seien X und Y zwei 0-Objekte und OXY: X — Y und OYX:

die neutralen Elemente der entsprechenden Hom-Mengen. Dann gilt wegen der
Bilinearitat der Morphismen-Komposition

OxyOyx =0y = I und 0y 20y =0y =1y

d.h. Oy, und O, sind zueinander inverse Morphismen, also Isomorphismen.

Y—X

XY YX
Zu (ii). Sei f € Hom(O, X). Wir betrachten die Zusammansetzeung
10 f
0—50—5X
Es gilt
f =fol 0
= fo0 00 (weil O ein Nullobjekt ist, gilt 1 0- 0 OO)
=0 OX (die Morphismen-Komposition ist bilinear).
Sei g € Hom(X, O). Wir betrachten die Zusammensetzung
g 1o
X—0—50.
Es gilt
g =158
=0 00°8 (weil O ein Nullobjekt ist, gilt 1 0- 0 OO)
= OX o (die Morphismen-Komposition ist bilinear).

Zu (ii1). Angenommen, f faktorisiert sich uber ein Nullobjekt O, d.h. es gibt ein
kommutatives Diagramm
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f
X — Y
aN /B
0]
Dann gilt nach (i) a€Hom(X,0) = {OX O} alsoa = OX o’ also
f=Pea=p0yo=0xy

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil die Morphismen-Komposition bilinear ist.
Nehmen wir umgekehrt an, f ist ein Null-Morphismus,

f=0y-
XY
Bezeichne O irgendein Nullobjekt. Weil die Morphismen-Komposition bilinear ist, gilt
%0y %x0 = Oy ="

d.h. f faktorisiert sich uiber O.
Zu (1v). (a) = (c). Seien ia: ch — X die naturlichen Injektionen der direkten Summe

X. Dann gibt es Morphismen pa: X — Xa, a=0,1, fur welche die folgenden

Diagramme kommutativ sind.

10( 1

Xa — X «— XB
lX N\ lpa ’/OX fur a, f=0,1 und o+p = 1.
o §
X
o

Mit anderen Worten, die Bedingungen 1 sind erfullt. Wir haben noch zu zeigen, die
Bedingung 2 ist ebenfalls erfullt.

Auf Grund der Definition der direkten Summe ist fur jedes Objekt Y die folgende
Abbildung bijektiv.

HomC(X, Y) — HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y),f (fOiO, f°i1).
Zum Beweis der Identitat von 2 reicht es somit, wenn wir zeigen, es gelten die
Identitaten,
LT 1Po i ™ IBPB i, fur a, f=0,1 und a+p = 1.
welche aus der Identitat 2 durch Zusammensetzen mit den ia entstehen. Auf Grund der
Bedingungen 1 gilt aber

ip i =11 =1aund1

aa o o X 1o, =1g0 =0
a

P
P a P XBXa XXa
Damit ist auch Bedingung 2 erfullt.

(c) = (a). Wir haben die Bijektivitit der Abbildung
cp:HomC(X, Y)— HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y),f» (f°10, f°11).

zu beweisen (fur jedes Objekt Y von C). Dazu reicht es zu zeigen, die folgende
Abbildung ist invers zu @.

w:HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y) — HomC(X, Y),f, g fOpO + g°pPy-
Fur jeden Morphismus u: X — Y gilt
YW =iy, uei )
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= ueiyop, +u°i; °p,
= ueliypy +1;°P))
=uel (wegen Bedingung 2)
=u
Also gilt Yo = Id. Weiter gilt fur beliebige f: XO—>Y und g: X1—>Y:

e(p(t.g)  =aofepy+gop)
= ((fep + gop)eiy, (fopyy + g°p)°i))
= (fopyeig + &°p; °ig, foPyeiy +gop i)
f, g (wegen der Bedingungen 1).
Die Abbildungen ¢ und y sind also zueinander inverse Bijektionen.

(b) & (c). Die zu einer additiven Kategorie duale Kategorie ist ebenfalls additiv. Die
bereits bewiesenen Aussagen gelten somit fur die zu C duale Kategorie ebenfalls.
Direkte Summen bzw. Produkte werden aber in der dualen Kategorie zu direkten
Produkten bzw. Summen. Mit (a) < (c) gilt somit auch (b) & (c).

Zu (v). Die Bedingungen von (ii)(c) bleiben erhalten, wenn man einen additiven
Funktor anwendet.
Zu (vi). Sei X ein Nullobjekt, d.h. es gelte

lX = OX n HomC(X, X).

Fur jeden auf C definierten Funktor F ist

F(lX) = 1F(X)'
Ist F additiv, so ist

Hom (X, X) — Hom(F(X), F(X)), f » F(f),

ein Gruppen-Homomorphismus. Insbesondere gilt dann

F(OX) = OF(X)'
Zusammen ergibt sich

1F(X) = F(IX) = F(OX) = OF(X)’

d.h. F(X) ist ein 0-Objekt.
QED.

1.13 Exake Funktoren von Modul-Kategorien und flache Moduln

Eine exakte Sequenz von A-Moduln und linearen Abbildungen ist eine Folge von A-
linearen Abbildungen

f. f.
1 i+1
.= Vi — Vi+1 — Vi+2 - ... (D)

mit
Imf. =Kerf. . furallei.
1 1+1

Falls diese Gleichheit nur fur ein gegebenes i gilt, so sagt man die Sequenz ist exakt an

der Stelle V. . Ein Funktor
1+1

F: A-Mod — B-Mod
heifit exakt, wenn er additiv ist und fur jede exakte Sequenz (1) von A-Moduln die
zugehorige Sequenz
F(t;) F(fi 1)

L= FV) — FE(V. ) — FV. )=
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von B-Moduln exakt ist. Ein A-Modul U heif3t flach, falls der Funktor U® A exakt ist.

Beispiel 1
Die Sequenz von linearen Abbildungen

0>V —>V—SV"—=0
ist genau dann exakt, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. £ st injektiv (Exaktheit an der Stelle V?)
2. Im " = Ker {7 (Exaktheit an der Stelle V)
3. 17 ist surjektiv (Exaktheit an der Stelle V”).
Man spricht in dieser Situation von einer kurzen exakten Sequenz.

Bemerkung
Sei U ein A-Modul U. Dann ist der Funktor

U® A A-Mod — A-Mod, M » U® AM’

additiv: fur beliebige A-Moduln V und W ist die Abbildung
f Id®f
cp.HomA(V, W) — HomB(U®AV, U®AW), V—Wp U®AV — U®AW,

ein Gruppen-Homomorphismus: fur u€U und v €V gilt
e(f+7)(u®v) = (A +7))(u®V)

=Idw)®E+7)(v)
=Id)® " (v)+(v))
=1d(u)®f(v)+Id(u)®f(v)
= @(f")(®V) + p(f")(uV)
= (@) + @(f”)) (V)

Damit gilt p(f’+f”) = @(f’) + @(f’), d.h. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Beispiel 2
Die Sequenz

f’ b
0 — Va _) V,C'BV” _) V” — O
mit £’(v’) = (v’, 0) und f°(v’, v’) = v” ist eine kurze exakte Sequenz:
Ker(f)={(v’,0) v’ € V’} =Im({").

Beispiel 3
Fir jeden A-Moduln V und jeden A-Teilmodul U C V ist

i
0 —>U—0V i) V/U—0
eine kurze exakte Sequenz. Dabei seien i: U & V die naturliche Einbettung und

p:V—V/U, v » (v mod U), die naturliche Abbildung auf den Faktorraum.

1.14 Kriterium fux exake Funktoren
Seien A und B kommutative Ringe mit 1 und
F: A-Mod — B-Mod

ein additiver Funktor. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
@) F ist exakt.
(ii) Fiur jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln



38

0>V —V—5V’'—0
ist die zugehorige Sequenz von B-Moduln

f it
0—=FV’)— FV)—FV”)—0
exakt.
Beweis.(i) = (ii). trivial.

(i1) = (1). Weil F kurze exakte Sequenzen in kurze exakte Sequenzen uberfuhrt, gilt

insbesondere®
F(f) injektiv fur f injektiv und
F(f) surjektiv fur f surjektiv.

Sei eine exakte Sequenz von A-Moduln gegeben:

f: f;
1 1+1
L= Vi —_— Vi+1 —_— Vi+2 — ... (D)

Wir zerlegen fi und fi+1 jeweils in eine Surjektion und eine Injektion:

f oo, V. hImE)=Ker, )by
i T %Py YT I ERA ) Vi
Bit1 42
fi1 = % Pip Vigy = Im@, P =Ker ) =V,
Es gilt
Im((xi+1) = Im(fi) (Surjektivitat von Bi)
= Ker(fi+1) (Exaktheit von (1))
= Ker(BiH) (Injektivitat von (xi+2),

d.h. es besteht eine exakte Sequenz

%i+1 Bit1
0— Ker(fi_H) — V.., — Im(fi+1) — 0.

Nach Vorausetzung ist damit die Sequenz

Fojy1) F(Biy1)
0 — F(Ker(f, ) — F(V, ) — F(m(f )—0 )

exakt. Es gilt

Ker(F(f, ) =Ker(F(ay ,)eFB; ) (wegenfy | =05 500, )
= Ker(F(Bi+1)) (Injektivitdt von F(ai+2))
= Im(F(ai+1)) (Exaktheit von (2) an der Stelle F(Vi)

= Im(F((xi+1)°F([5i)) (Surjektivitiat von F(Bi))

= Im(F(fi)) (wegen fi = ai+10|3i)
Damit ist die Bild-Sequenz exakt an der Stelle F(Vi+l) (fur jedes 1).
QED.

f
¥ Fur jedes injektive f:V — W ist 0 — V — W — V/Im(f) — 0 eine kurze exakte Sequenz.

f
Fur jedes surjektive f:V — W ist 0 — Ker(f) — V — W — 0 eine kurze exakte Sequenz.
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Beispiel 1
Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist der Funktor

A® A: A-Mod — A-Mod, M » A® AM,

exakt. Fur jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln

f
0—M —>M£>M”—>O

erhélt man durch Anwenden von A® A ein kommutatives Diagramm von A-Moduln

id®f id®g
0—ARM’ — ARM — ARM’—0 a®m’ b a®f(m’),a®m p a®g(m)
lcp ’ lcp l @ J J J J

O—sM' —3 M i M”30 am’ p f(am’), am — g(am)

Dabei seinen die vertikalen Abbildungen die Isomorphismen a®m 1 am. Mit der

unteren Zeile ist dann auch die obere Zeile exakt.
Beispiel 2

Seien A ein kommuttiver Ring mit 1 und M = @i oI A ein freier A-Modul. Dann ist der

Funktor
M® A: A-Mod — A-Mod, N p» M® AN’

exakt, d.h. freie A-Moduln sind flach.
Beweis. Fur jeden A-Modul N ist

- 9 -
M®AN = (@iEI A)®AN = @iEI A®AN = @iEI N
JZ 3@y o ? e ? {&n e

eine direkte Summe von Exemplaren von M. Fur jede A-lineare Abbildung

ftN— N’
ist

1d®Af: M®AN — M®AN , m®n » m®f(n)
als Abbildung

Piet N Oig N
von der Gestalt

()b 3100 s 3 10fm) » {(fn)}h_ .
i€l 1€l
d.h. eine direke Summe von Exemplaren von f.'"’ Deshalb gilt

Ker(id® Af) = @i oI Ker(f) und Im(id® Af) = @i o Im(f)
Fur jede exakte Sequenz von A-Moduln

f
.. — M —M i) M’ — ..
und die zugehorige Sequenz

1d®f id®g
. —> M®AM’ —>M®AM — M®AM” —_ ...

° Die Funktoren ® und @ kommutieren (vgl. 1.5 (iv)).
' Auf jede Koordinate von ®’EI N wird f angewandt.
i
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gilt dann
Ker(id®g) = @iEI Ker(g) = @iEI Im(f) = Im(id®f),

d.h. auch die tensorierte Sequenz ist exakt.
QED.

1.15 Halbexaktheit des Tensorprodukts

Fur jede exakte Sequenz von A-Moduln

f
M’—)MiM”—)O

und jeden A-Modul N ist die zugehorige Sequenz

f®id g®id
M&®N — M®N — M"® N—0

exakt. Man sagt deshalb auch, das Tensorprodukt ist rechtsexakt.

Ist A ein Korper, so ist der Funktor ® AN sogar exakt, d.h. fur Korper A ist jeder A-

Modul N flach.
Beweis. Exaktheit an der Stelle M”®N. Die Aussage folgt aus 1.11 (iv) a):
Surjektionen gehen beim Tensorieren in Surjektionen uiber.
Exaktheit an der Stelle M®N. Fur m’&M’ und nE N gilt

(g®id)o(f®id)(m’®n) = (g®id)(f(m’)®n)

= g(f(m))®n

0®n
0

b

also

Im(f®id) C Ker(g®id).
Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen, d.h.

Ker(g®id) C Im(f®id).
Wegen 1.11 b) reicht es zu zeigen, fur

m € Ker(g) und n€N
gilt
m®n € Im(f®id).

Nach Voraussetzung gilt Ker(g) = Im(f). Deshalt gibt es ein m’&M’ mit m = f(m’), also

m®n = f(m”")®id(n) = (f®id)(m’®n) € Im(f®id).

Damit ist die Exaktheit an der Stelle M®N bewiesen.

Die Flachheit von N im Fall eines Korpers A. Ist A ein Korper, so besitzt N iiber A eine
Basis, d.h. N ist ein freier A-Modul. Nach Beispiel 2 von 1.14 sind freie Moduln flach.
QED.

Beispiel 1.

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, I C A ein Ideal und M ein A-Modul. Dann
besteht ein Isomorphismus von A-Moduln

M® , (A/D) MM

m®(a mod I) » am mod IM.
Insbesondere ist fur jedes Ideal I von A der Funktor
A-Mod — A-Mod, M » M/IM

rechtsexakt.
Beweis. Zeigen wir, M/IM besitzt die Universaltiatseigenschaft von
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M® A(A/I)
Die Abbildung
b: Mx(A/I) — M/IM, (m, a mod I) » am mod IM,
ist wohldefiniert: fr a” € A mita’ mod I =amod I gilt a’-a €1, also

a’em - a°m € IM,
also

a’»m mod IM = a°m mod IM.
Wir haben gezeigt, die Abbildung b ist wohldefiniert. Aus der Definition liest man ab,
daB b bilinear uber A ist. Sei jetzt

b’: MX(A/T) —s N

eine beliebige bilineare Abbildung von A-Moduln. Wir haben zu zeigen, b’ faktorisiert
sich auf genau eine Weise tiber b, d.h. b’ hat die Gestalt

Y
b

b’: Mx(A/) L M/IM b—> N
mit einer eindeutig bestimmten A-linearen Abbildung b’.
Eindeutigkeit von b”. Existiert b, so gilt fur jedes meM
b (m mod IM) = b (b(m, 1 mod T) = b’(m, 1 mod 1),
d.h. B ist durch b eindeutig festgelegt.
Existenz von b . Wir setzen
g’(m mod IM) :=b’(m, 1 mod I) fur jedes m € M.

Diese Definition ist korrekt, denn fur jedes m , € M mit

0
m mod IM = m, mod IM
gilt
mO -m € 1M,
d.h. es gibt Elemente al, s ar € I und ml, s mr € M mit
r
mo—m= 2 aimi .
=1
Also ist
b’(m,1)-b(m,,1) = b’(m—mo,l) (b’ ist bilinear)
r
=b (.E am. I modlI)
i=1
r
=3 aib’(mi , 1 mod I) (b’ ist bilinear)
i=1
r
= > b’(mi .a mod I) (b’ ist bilinear)
i=1
r
=y b’(mi ,0) (ai € I fur jedes 1)

=1
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T
= T b’(m. , 0+0)
i=1 !
T
=0+ 3 b’(m, , 0) (b’ ist bilinear)
i=1
= 0.

Damit ist gezeigt, daf} b’ korrekt definiert ist. Nach Definition ist b’ eine A-lineare
Abbildung mit

b’(b(m, a)) =b’(asmmodIM)  (nach Definition von b)

=b’(am, 1) (nach Definition von ’BJ’)
=asb’(m, 1) (b ist A-bilinear)
=b’(m,a) (b ist A-bilinear)
Dies gilt fur beliebige m € M und a € A. Deshalb ist
b b =b’,

wie gefordert.
Wir haben gezeigt, wir konnen M/IM mit dem Tensorprodukt M® AA/I identifizieren.

Bei dieser Identifikation ist m®(a mod I) gerade das Element
b(m, a mod I) = am mod IM.

QED.

Beispiel 2

Seien A ein kommuttiver Ring mit 1 und S C A eine multiplikativ abgeschlossenen
Teilmenge. Dann ist der Funktor
s1A®,: A-Mod — STIA Mod, N1 s71A® N,

exakt, d.h. STTA ist flach iber A.
Beweis. 1.Schritt: Definition des Moduls S'lM

Fur jeden A-Modul N definieren wir den Quotienten-Modul von N bezuiglich S als
sim ={sImMEM,SES}

9

. . . m m . .
Dabei werden zwei Quotienten ?und < genau dann als gleich angesehen, wenn es ein

tE S gibt mit
te(s’sm - sem’) = 0. (1)
Durch (1) ist eine Aquivalenz-Relation von Paaren (m, s) und (m’,s’) aus MxS definiert

und die % sind gerade die Aquivalenz-Klassen bezuglich dieser Relation. Die Menge

s M st ein "' A-Modul bezuglich der Operationen

m m _s’m + sm
ST T8
am _am’

s's” T ssT

(im Fall M = A sind so Addition und Multiplikation im Ring sia definiert).
2 Schritt: ST1A® M = §™IM als $™! A-Moduln.

Die Abbildung

staxm—sIm (5. m w55
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ist wohldefiniert: fur §= 2—, gibt es ein t€S mit te(s’a - sa’) =0 in A, also
te(s’am - sa’m) =0 in M.
Loam o a’m . . . 11 ..
Deshalb gilt S T Die Abbildung ist tatsachlich wohldefiniert.
Sie ist nach Konstruktion bilinear iiber A. Deshalb existiert eine A-lineare Abbildung
cp:S'1A®AM —sM Somes 52
Wir haben zu zeigen, diese Abbildung ist bijektiv. Wir zeigen dies durch die
Konstruktin der Umkehrabbildung. Sei 9 die Abbildung

g1 -1 m 1
P:SM— S A®AM,S|->S®m.

m

Diese Abbildung ist wohldefiniert: fur % = —-gibt es ein tES mit

=T
te(s’»m - sem’) =0 in M,
d.h.
tes’em = tesem’.
Deshalb giltin ST A® WM

1 s’

s ® tss’ ®m
1 :
=G ® ts’m
— @t (vegentsm = o)
ts s
ey ® m
= sL ®m’.
Wir haben gezeigt, Abbildung v ist tatsachlich wohldefiniert.
Weiter gilt
a am, 1 a
1Jf’((P(g ®m)) = TP(S_) =3 ® am = 5 ®m
also
Yo = Id.
AuBerdem ist
m 1 lem m
PWE) =9 ®m)=—=—

Die beiden Abbildungen sind also invers zueinander. Aus den Abbildungsvorschriften
liest man direkt ab, daf} sie S'IA—linear sind.
3 Schritt. STTA® , st exakt
Es reicht zu zeigen, fur jeden A-Modul M und jeden Teilmodul N C M ist die
Abbildung

-1 -1 a a

S A®AN—>S A®AM,§®n B §®n,
injektiv. Auf Grund des zweiten Schritts reicht es zu zeigen, die Abbildung
sINsTMEn T

ist injektiv. Sei alsosE = Sgin s"'M. Dann gibt es ein tES mit

te(sen - s*0) =0 in M.
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Wegen nEN besteht dieselbe Relation aber auch im kleineren N, d.h. es gilt SE (S)—in

s7IN.

QED.

Beispiel 3.

Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1, M ein flacher A-Modul und
ICBund] CB

zwei Ideale von B. Wegen der Flachheit von M tuiber A induzieren die naturlichen
Inklusionen

IS BundJ S B
injektive A-lineare Abbildungen

I®AM >—>B®AM und J®AM >—>B®AM
Wir konnen also I®M und J®M als Teilmoduln von B&M ansehen. Es gilt dann
I®M (&M = (I )H®M.
Beweis. Die Abbildung B — B/I @ B/J, b » (b mod I, b mod J) ist A-linear und hat
den Kern I( )], induziert also eine injektive A-lineare Abbilidung

B/(I(J) > B/A @ B/J,bmod I{)J + (b mod I, b mod J).
Weil B flach ist iiber A erhalten wir durch Anwenden des Funktors ® AB eine injektive
Abbildung
(B/IMN)HOM »— (B/HOM @ (B/J)®M, (1)
bmodI[(J®m  (bmodI ® m, bmodJ ® m).
AuBerdem erhalten wir aus der exakten Sequenz

0—wI—B—B/I1I—0
die Exaktheit von

0 — I®M — B®M — (B/H®M — 0,
also
(B/HAM ='' BOM / I®M,

und analog mit J und I{)J anstelle von I ergibt sich
(B/))®M = B&M / JOM.
(B/IMN)H®M = BRM / (I JJ)®M.
Die Injektion (1) bekommt so die Gestalt
B®&M / (I )J)®M >— (BAOM/I®M) ® (BOM/I®M)
b®m mod (I J)®M b (b®m mod I®M, b®M mod J®M)

Wir erhalten so ein kommutatives Diagramm
B®M

al O\

BOM/(IMNEM <5 (BEMISM)(BOMIGM)
Dabei seien o die naturliche Abbildung auf den Faktor-Modul

" Dies gilt auch ohne die Annahme, da M flach ist iiber A, wenn J®M das Bild von J®M in B&M
bezeichnet.
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o(x) = x mod (I[)))®M,
B die A-lineare Abbildung
P(x) =(xmodI®M, x mod J®OM)
und y die eben konstruierte injektive A-lineare Abbildung mit
v(x mod (I J))®M) = (x mod I®M, x mod JOM).
Weil y injektiv ist, gilt
Ker(B) = Ker(yea) = Ker(a) = (I J)®M.
Aus der Definition von £ lesen wir ab,
Ker(B) = I®M () I®M.
Zusammen folgt

INHEM = I®M () JIOM.
QED.

2 Die Tensor-Algebra und einige Anwendungen

2.1 Definition

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M und N zwei A-Moduln und n eine nicht-
negative ganze Zahl. Eine Abbildung

f: Mx..xM — N, (xl,..., xn) [EY f(xl,..., xn)
hei3t n-linear iber A, wenn sie in Bezug auf jedes ihrer Argumente X, linear uiber A ist.

Eine 1-lineare Abbildung ist dabei einfach eine lineare Abbildung
M — N.
Eine 2-lineare Abbildung ist dasselbe wie eine bilineare Abbildung
MxM — N.
Unter einer O-linearen Abbildung wollen wir eine lineare Abbildung
A—N
verstehen.

2.2 Die Tensor-Algebra eines A-Moduls

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Algebra iber einem kommutativen Ring mit 1.
Seien A ein kommutativer Ring mit 1. Eine A-Algebra ist ein Ring B mit 1 zusammen
mit einem Homomorphismus

A—B
von Ringen mit 1, dessen Bild mit Zentrum von B liegt. Der Homomorphismus heif3t

dann Struktur-Homomorphismus von B. Seien B und B’ zwei A-Algebren. Ein
Homomorphismus von A-Algebren

f: B—B’
ist ein Homomorphismus f von Ringen mit 1, fur welchen das folgende Diagramm

kommutativ ist.
f

B—— B
N/

A
Dabei sollen die schrigen Pfeile gerade die Struktur-Homomorphismen bezeichnen.
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Seien jetzt A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Die Tensor-Algebra von
M iiber A ist definiert als die direkte Summe

T, (M) :=TM) := @:’:0 T(M)_mit M) := M&n

Dabei seien
M®0 A,
MOl =M
VO = M®..OM (n-mal)

die n-te Tensorpotenz von M, d.h. das Tensorprodukt iber A von n Exemplaren des A-
Moduls M.

Nach Konstruktion ist T A(M) ein A-Modul. Der direkte Summand

T(M)_ = M®n C T(M)

hei3t homogener Bestandteil des Grades n von T(M), dessen Elemente t heiflen
homogene Elemente des Grades n und man schreibt

degt=n.
Seien
0 oo
t' = Etnundt = Etn
n=1 n=1

zwei Elemente von T(M) mit t’n und t”n homogen vom Grad n. Wir definieren das

Produkt von t’ und t” wie folgt

0 0] (00]
v'= 3 3 U O
m=1n=1

Dabei wird
v @ € ME @M & M®(m+n)

als Element von MO(M+10) aufgefaf3t. Speziel fur n = 0 haben wir

NGNS MOMK = MOM xRy > yx,

0
d.h. ®t” wird mitt” - t’ identifiziert. Analog wird fur m = 0 das Element
m- 0 0 m
t O®t n
mit t’ 0~t” N identifiziert. Die Multiplikation von zwei Elementen O-ten Grades entspricht
damit der gewohnlichen Multiplikation mit Elementen aus A.
Die Abbildung

M—-=TM),cH c,

wobei das Bild c als homogenes Element des Grades 0 von T(M) aufgefalit wird, heif3t
natiirliche Einbettung von A in die Tensoralgebra T(M).

Die Abbildung
M — T(M), m » m,

wobei das Bild m als homogenes Element des Grades 1 von T(M) aufgefalit wird, heifit
natiirliche Einbettung von M in die Tensoralgebra T(M).
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Bemerkungen
(i)  Mit der oben definierten Multiplikation ist T(M) eine A-Algebra.

(i) Die naturliche Einbettung A — T(M) ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
(i) Die naturliche Einbettung M — T(M) ist A-linear.

Beispiel
Seien K ein Korper und V = Kv ein eindimensionaler K-Vektorraum. Dann ist

K®n =Kv®...®v = Kv®n
fur jedes n, also

T(V) =K® Kv ® Kv®2@ ...
Wenn wir die Multiplikation in T(V) nicht mehr mit dem Tensorzeichen “®” sondern
mit “«” bezeichnen, erhalten wir
T(V) =K @ Kov ® KevZ @ ... = K[v],

d.h. T(V) ist bis auf Isomorphie gerade die K-Algebra der Polynome in der
Unbestimmten v mit Koeffizienten aus K.
Beispiel
Seieine K ein Korper und V = Kv + Kw ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Dann
ist

V®1 =V =Kv+Kw

V®2 = KV2 + KW2 + Kvw + Kwv

und die Tensoralgebra

T(V) = K<v, w>
1aBt sich mit der K-Algbra der nicht-kommutativen Polynome in v und w mit
Koeffizienten aus K identifizieren.

Analog erhélt man fur jeden n-dimensionalen K-Vektorraum

V=Kv, +...+Kv
1 n

eine Identifikation

T(V) = K<V1 -

der Tensor-Algebra mit der K-Algebra der nicht-kommutativen Polynome in v

,V >
n

Yy
mit Koeffizienten aus K.

2.3 Die Universalitatseigenschaft der Tensorpotenz me&n

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann ist die Abbildung
M = s M®n
pn. M" = Mx...xM M , (ml,...,mn) [ m1®...®mn

des direkten Produkts von n Exemplaren von M in die Tensorpotenz M®" cine n-
lineare Abbildung uiber A.

Jede n-lineare Abbildung
@:Mx..xM — N
mit Werten in einem A-Modul N faktorisiert sich auf genau eine Weise uiber pn,

p ~Y
o: Mx..xM —3 M@ ¥, N
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d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung c~p mit ¢ = c~p°pn .

Beweis. Eindeutigkeit von @ Falls ?p existiert, so gilt fur beliebige x ,...,XHEMI

1
(0 (X1®"'®Xn) =@ (pn(xl,...,xn)) = cp(xl,...,xn).

Die Werte von ¢ auf den Elementen der Gestalt X1®...®Xn sind also eindeutig

festgelegt. Da diese Elemente ein Erzeugendensystem von M®™ bilden und da c~p linear

sein soll, ist somit die gesamte Abbildung ¢ festgelegt.

Existenz von @ Beweis durch Induktion nach n.

Im Fall n =0 ist Py’ A — A nach Vereinbarung die identische Abbildung von A und

die Behauptung ist trivial (jede Abbildung A — N faktorisiert sich eindeutig uber die

identische Abbildung A — A).

Im Falln=1ist Py M — M die identische Abbildung und ¢ eine lineare Abbildunge

p:M= M®! >N
Auch in diesem Fall faktorisiert sich ¢ eindeutig

d 9
M —M-—N

uber die identische Abbildung (mit c~p =m).

Sei jetzt n > 1. Fur jedes feste Xy

-1
chO. M N, (Xl’""xn—l) [ cp(xl,...,xn_l, XO),
Nach Induktionsvoraussetzung faktorisiert sie sich eindeutig itber UNE

Px
9 : vi-1 _Pn-1, \®(n-1) 0 N,
0
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung @ mitgp_ =¢_°p_ ., d.h. mit
Xy Xy %o n-1

P, (X1®"'®Xn-1) =9, (pn—l(xl""’xn—l)) =m_ (xl,...,x
0 0 0
= m(xl,...

)

n-1

-1 ’XO)'
Die lineare Abbildung

~

v ®(n-1)
chO. M —s N, X1®"'®Xn—1 [ cp(xl,...,xn_l,vo),

ist durch die Bedingung

(PXO (Xl®...®xn_1) = cp(xl,--‘axn_laxo)

€M ist die folgende Abbildung (n-1)-linear iiber A.

ey
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eindeutig festgelegt (da die X1®...®Xn ein Erzeugendensystem von M®@-1)

bilden). Betrachten wir die Abbildung
o MO DM = N, (1, %) 15 5, 0. @

Nach Konstruktion ist sie linear im ersten Argument t. Zeigen wir, sie ist auch linear im
zweiten Argument X, d.h. , zeigen wir, es gilt

-1

(pC,X,'i'C”X”(t) =cC CPX’(t) +C cpxn(t)
fur alle x’,x”EM, alle ¢’,c”’EA und alle t& M®(n'1), d.h.
CPC’X’+C”X” =C (PX, +C (P X”'

Auf beiden Seiten stehen lineare Abbildungen. Zum Beweis ihrer Gleichheit reicht es
zu zeigen, sie haben dieselben Werte in allen Vektoren eines Erzeugendensystems von

M®(n'1). Es reicht also zu zeigen,

D ey (X1®'“®Xn-1) =c (pX,(X1®...®Xn_1) +c” @ o (X1®"'®Xn-1)
fur beliebige Xl""’Xn—IEM' Wegen (1) gilt
LHS = cp(xl,...,xn_l, c’xX’+¢’x’)
=cC cp(xl,...,xn_l,x )+ ¢ cp(xl,...,xn_l,x )
= RHS

Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist bilinear. Auf Grund der
Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts faktorisiert sie sich eindeutig uber die

natirliche Abbildung ins Tensorprodukt p:M®(n'l)xM — MOO-Dgn = M®n,

65: M@(n-l)xM i> M®n i) N,

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung c~p mit c~p’ = c~p°p, d.h. mit

’(tx) = (t®Y) = ¢ (1)

fir alle t€ M®®D ynd alle xeM. Speziell fur t = X1®...®Xn_1 erhalten wir

) (xl®...®xn_1®x) = cpx(xl®...®xn_1) = (p(xl,...,xn_l,x).
Mit anderen Worten, es gilt
Q= CP°Pn 5

d.h. Fp ist gerade die Abbildung, deren Existenz wir beweisen wollen.

QED.

Bemerkung

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M und zwei A-Moduln. Bezeichne
L A(M, N)n

den A-Modul der n-linearen Abbildungen Mx..xM — N uber A. Die gerade

bewiesene Universalitatseigenschaft von M®n besagt, daf} die A-lineare Abbildung
®n ~ o~
HomA(M ’ N) — LA(M’ N)n’ (P g (p pn’



50

bijektiv, also ein Isomorphismus ist.
Ist A = K ein Korper, so hat insbesondere hat der Modul der n-linearen Abbildungen
auf M mit Werten in N die Dimension

. T ®n
d1mK LK M, N)n = dlmK HomK(M ,N)

— ®n, i;
= d1mK M d1mK N

_ . n, g
= (dlmKM) dlmK N.
2.4 Die Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann gibt es fur jede A-
Algebra S und jede A-lineare Abbildung

M — S
genau einen Homomorphismus
T A =S
von A-Algebren derart, daB} das folgende Diagramm kommutativ ist.
M P T(M)
fl /T
S

dabei sei p die naturliche Einbettung von M in die Tensor-Algebra T(M).

Beweis. Eindeutigkeit von . Wir nehmen an, T existiert und leiten eine Formel fur T

her, aus der hervorgeht, daf} T eindeutig festgelegt ist. Sei
te TM).
Dann ist t eine Summe von endlich vielen homogenen Elementen. Ein homogenes

Element des Grades n (aus M®n) wiederum ist eine Summe aus endlich vielen

Elementen der Gestalt X1®...®Xn mit xi € M. Mit anderen Worten, t hat die Gestalt
S g
t = '2 x1®...®xni mit Xj € M.
1=1
Damit gilt, da T eine A-lineare Abbildung ist, die Produkte in Produkte uberfuhrt,

~ S o 1
fo =3 T6q®..@xmn)
1=1
S _ i i
= izl f(Xl)'~~-'f(Xni) (x; PT(M),)
S _ . - i .
= 3 Toxp)»-~Teen) (x]PM)
i=1
s - :
=Y f(Vll)‘--ff(Vili) (Kommutativitat des Diagramms)
i=1

Damit ist T eindeutig durch f festgelegt.

Existenz von . Betrachten wir die Abbildung
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fn:MX...XM — S, (Xl""’xn) XY f(xl)-...-f(xn).
Auf Grund des Distributivgesetzes fur den Ring S ist diese linear in jedem der n
Argumente. Nach 2.3 faktorisiert sich diese Abbildung eindeutig tiber die naturliche
Abbildung p:Mn—>M®n,
n P\ ®n Ty
fn: M'—M~" — S,

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fn mit fn = fn°p, d.h. mit

'f_n(x1®...®xn) = fﬂ(p(xl,...,xn)) = £ (XX ) = ) f(x )

fur alle xl,...,anM. Wir definieren f: T(V) — R, indem wir setzen

(1) = ?0(t0) + ?1 (t) + e ?S (t)

fallst = tO + t1 + ...+ tS gilt mit ti homogen vom Grad 1. Dabei sei

~

f 1

0%’ =%l
Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Fir homogene Elemente x €M des Grades
1 gilt

o) =T, (0 = fx).
Auf Grund der Defintion von ?0 gilt fa A) = IS. Durch direktes Nachrechnent sieht

man, daB T ein Ringhomomorphismus ist.

QED.

2.5 Eigenschaften der Tensoralgebra

(1) Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und B eine A-Algebra. Ein
Erzeugendensystem von B uiber A ist eine Famlie

{bi}iEI
von Elementen aus B mit der Eigenschaft, daf} jede A-Teilalgebra
B’ C B,
welche alle bi enthilt, gleich B sein muB,
B’ =B.
Beispiel 1.
Fur jede A-Algebra B bildet die Familie der Elemente von B ein
Erzeugendensystem.
Beispiel 2.
Ist

B = A[Xl’ s xn]

die A-Algebra der Polynome in den Unbestimmten x » X mit Koeffizienten

P
aus A, so bilden die Unbestimmten X, ... , Xn ein Erzeugendensystem von B

1
uber A.
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Seien B eine A-Algebra und M C B ein A-Modul, welcher ein

Erzeugendensystem von B als A-Algebra enthdlt. Das Bild der Fortsetzung der
naturlichen Einbettung

MG B
zu einem A-Algebra-Homomorphismus
T:TM) — B
ist dann eine A-Teilalgebra, die ebenfalls dieses Erzeugendensystem enthilt. Diese

Teilalgebra ist deshalb gleich B, d.h. der A-Algebra-Homomorphismus T ist
surjektiv. Es folgt

B = S(V)/Ker(1).

Mit anderen Worten, jede A-Algebra ist ein Faktor einer Tensor-Algebra tiber A.
Sei

Mod
die Kategorie der Paare (A, M), deren erste Koordinate A ein kommutativer Ring
mit 1 ist und deren zweite ein A-Mod. Die Morphismen

(A,M) — (B,N)
von Mod seien Paare (f, h), deren erste Koordinate f ein Homomorphismus
ffA— B
von Ringen mit 1 ist und deren zweite ein Homomorphismus
h:M—N
der additiven Gruppen von M und N ist mit
h(asm) = f(a)sh(m)
fur jedes a € A und jedes m € M.

Ist (f,h): (A,M) — (B,N) ein Morphismus der Kategorie Mod so kann man die
die Zusammensetzung

h 1
M —N <l—\>I TB(N)
von h mit der naturlichen Einbettung von N in die Tensor-Algebra als
Homomorphismus von A-Moduln mit Werten in der A-Algebra TB (N) auffassen.

Auf Grund der Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebren, gibt es genau
einen A-Algebra-Homomorphismus

T(Eh): T, (M) — T(N),

fur welchen das Diagramm

T(f,h)

T M) =5 To(N)

i\ J iy d
M i) N

kommutativ ist. Auf diese Weise wird der Ubergang zur Tensor-Algebra zu einem
Funktor

T: Mod —» Rings, (AM) &> T, (M), (£h) + T(f,h),

der Kategorie Mod der Moduln mit Werten in der Kategorie der (nicht notwendig
kommutativen) Ringe mit 1.
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(v) Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein A-Modul.
Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus

T M®,B— T, (M®,B)
denn fur naturliche i und nicht-negative ganze j gilt
@i ®) ~nmR3-1) ®j
M='® A(B® AM) =M ® AM® A(B® AM)

~12 \a®(-1) ®)]
="M ® ,(M® , B)®,(B® , M)

=M®G-Dg A (B® AM)®0+1).
Wiederholtes Anwenden liefertt
MO \B=(M®,B) ®N fur jedes n.

Bemerkung
Nachfolgend wollen wir die Beschreibung von A-Algebren als Faktoren einer Tensor-
Algebra an einigen Beispielen illustrieren. Dazu benotigen wir den Begriff des Ideals.

2.6 Das von einer Menge erzeugte Ideal

Seien A ein kommutativer Ring mitl und B eine A-Algebra. Ein Ideal von B ist ein A-
Teilmodul

ICB
mit der Eigenschaft, da} fur beliebige x € I und b € B die beiden Produkte

bex Elund xsbE1
von b und x in I liegen.

Beispiel
Fir jede Teilmenge S C B ist der A-Teilmodul von S, welcher von den Elementen der
Gestalt

beseb’ mit b,b” € B und s&S

erzeugt wird, ein Ideal von B (wegen des Assoziativegesetzes der Multiplikation).
Dieses Ideal heif3t das von M erzeugte Ideal von B und wird mit

I(S) := IB(S)
bezeichnet.

2.7 Der Faktorraum nach einem ldeal

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, B eine A-Algbra und I € B ein Ideal. Dann ist
durch
x+D-(y+D=xy+1
ein Produkt auf B/I definert und der A-Modul B/I ist mit diesem Produkt eine A-
Algebra. Die naturliche Abbildung
p:B — B/I
ist ein Homomorphismus von A-Algebren.

2 (B®AM)®j ist ein B-Modul.
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Beweis. Seien x + [=x’ + [und y + [ =y’ + I. Wir haben zu zeigen, es gilt
xy+I1=xy +L

Es gilt
x-x’E€l und y-y’€l
also
(x-x")y € und x’(y-y’)El
also
xy-xy €1l
also

xy+1=xx"+1
Nach Konstruktion ist
p(xy) = xy + I = (x+D(y+D) = px)p(y).
Daraus ergibt sich, dal B/I ein Ring ist und p ein Ringhomomorphismus. Bezeichnet 1
das Einselement von B, so spielt p(1) die Rolle des Einselements von B/I. Durch die
Zusammensetzung der Ringhomomorphismen
A—B—BI/

bekommt B/I die Struktur einer A-Algebra.
QED.

2.8 Die symmetrische Algebra
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und
Irom C T(M)
das von den Elementen der Gestalt
X®y - y®x mit x,yEM
erzeugte Ideal. Dann heif3t
SM)=S A(M) =TM)/T’(M)

symmetrische Algebra von M uiber A. Die Zusammensetzung

i\ M — T(M) Pson

der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

A —s TV 25 som)
im Grad 0.
Bemerkung

Die natirlichen Einbettungen sind injektiv, weil I’'(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit M und A mit
Teilmengen von S(M) zu identifizieren.

2.9 Die Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul, B eine kommutative A-Algebra
und

ftM—B
eine A-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Fortsetzung

T:S(M) — B
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von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. es gibt genau einen A-Algebra-

Homomorphismus von f: S(M) — B, dessen Zusammensetzung mit der naturlichen
Einbettung

— i

p:M — T(M) L TM)T' (M) = S(M)
gleich fist.
Beweis. Existenz von T.Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra
gibt es genau eine Fortsetzung

f: TM) - B

von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. die Zusammensetzung von f’
mit der natiirlichen Abbildung

M —TM)
ist gleich
frei=Af.
Fur beliebige Vektoren x’,x”EM und beliebige Tensoren t’,t’€T(M) gilt
f, (t’(X’@X” _ X”@X,)t”) - f’ (t’)(f’ (X,)f’ (X”) _ f’ (X”)f, (X,))f, (t”) - O’
da S kommutativ ist. Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden
Ideals I'(M) liegt im Kern von {’, d.h.

I'M) C Ker(f”).
Auf Grund des Homomorphie-Satzes faktorisiert sich f* auf genau eine Weise uber die

natiirliche Abbildung p: TM) — S(M) = TM)/I’(M) auf den Faktorraum,

T
£: TM) i) S(M) — B,
d.h. es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus T mitf= ¥°p, d.h. mit

fe+1(v) =Tpw) = £ .
Insbesonder gilt

flp(x) = T(p(i(x))) = £((x)) = f(x)
fur jedes x € M, d.h. T setzt die Abbildung f fort.

Eindeutigkeit von T.

Angenommen, es existiert ein weiterer A-Algebra-Homomorphismus T:S(M)—sB mit

fop=f.
Dann gilt
f=Top="Topoi.
Dann sind ?’Op: T(M) — B und ¥°p: T(M) — B Fortsetzungen von M — B zu
A-Algebra-Homomorphismen auf T(M). Auf Grund der Universalititeignschaft von
TM) muB T'op = Top gelten. Weil p surjektiv ist, folgt > = T, d.h. T ist eindeutig

bestimmt.
QED.

2.10 Eigenschaften der symmetrischen Algebra

(1) Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist jede kommutative A-Algebra ein
Faktor einer symmetrischen Algebra tiber A.

Genauer: ist B eine kommutative A-Algebra und
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M C_ B ein A-Modul,

welcher ein Erzeugendensystem von B als A-Algebra enthélt. Dann ist B als A-
Algebra isomorph zu einer Faktor-Algebra der symmetrischen Algebra S A(M),

B=S A(M)/I,
mit einem Ideal I von S A(M).

(i)  Sei (f,h): (A,M) — (B,N) ein Morphismus der Kategorie Mod. Dann ist SB(N)
vermittels f eine A-Algebra und es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus
S(h) := S(f,h): SA(M) —> SB(N),

fur welchen das Diagramm

S(h)

S \(M) — SL(N)

M J N N)
v 2N

kommutativ ist."” Auf diese Weise wird der Ubergang zur symmetrischen Algebra
zu einem Funktor

S: Mod — (commutative Rings), (AM) » S A(M), (f'h) » S(f,h),

der Kategorie Mod der Moduln mit Werten in der Kategorie der kommutativen
Ringe mit 1.

(iii)) Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein A-Modul.
Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus

S\ (M)® B —> S, (M®  B), m +..em_t5 (m ®1)s...e (m ®1)
(iv) Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M’, M” zwei A-Moduln. Dann besteht
ein natiirlicher Isomorphismus’*
SA(M)®ASA(M )—>SA(M @®M”), p®q > peq.
Beweis. Zu (i). Das Bild der Fortsetzung der natuirlichen Einbettung
MG B
zu einem A-Algebra-Homomorphismus
T:S(M) — B
ist eine A-Teilalgebra, die das Erzeugendensystem von B enthilt. Diese Teilalgebra ist

deshalb gleich B, d.h. der A-Algebra-Homomorphismus T ist surjektiv. Es folgt

B = S(V)/Ker(1).
Zu (i1). Die Zusammensetzung .
h IN
M—SNG SB(N)
von h mit der naturlichen Einbettung von N in die symmetrische Algebra kann man als
Homomorphismus von A-Moduln mit Werten in der A-Algebra SB(N ) auffassen. Auf

" Die vertikalen Abbildungen sollen die natiirlichen Einbettungen der Moduln in die jeweilige
symmetrische Algebra bezeichnen.
4 Wir fassen hier M’ und M” als Teilmoduln der direkten Summe auf, also SA(M’) und SA(M”) als

Teilalgebren von SA(M’(-DM”).
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Grund der Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebren, gibt es genau einen
A-Algebra-Homomorphismus

S (M) — SE(N),

welcher diese Zusammensetzung fortsetzt, d.h. fur welchen das angegebene Diagramm
kommutativ ist.
Zu (iii). Aus dem natiirlichen Isomorphismus

T, (M®,B— T,(M® ,B)
von 2.5 (v) erhalt man durch Anwenden des Funktors
S A(M)®TA M)~ (T A(M)/I’(M))®TA(M)
einen Isomorphismus
S, (M)® B = T,(M® , BYI'(M) T,(M® , B)
Die naturliche Abbildung M — M® AB induziert eine Abbildung

rmM) — I’(M®AB).
Deren Bild erzeugt ein Ideal von TB(M® AB), welches erzeugt wird von den Elementen
der Gestalt
E®DHR®(YR1) - (yR®I®E®1) mit X, y € M.
Durch Multiplikation mit (1&®c)+(1®d) mit c, d € B erhalten wir Elemente der Gestalt

(X®c)®(y®d) - (y®D)®(x®c) mit x,y EM, c,d EB
welche auch in diesem Ideal liegen. Die Elemente dieser Gestalt erzeugen aber das Ideal
I’(M®AB). Damit gilt I'(M)e TB(M®AB) = I’(M@AB), also

SA(M)®AB — TB(M®AB)/I (M®AB) = SB(M®AB).
Zu (1v). Es reicht zu zeigen, S A(M’)® AS A(M”) hat die Universalitatseigenschaft von

S A(M’@M”). Zunachst haben wir eine naturliche Einbettung von M’®@M” in das

Tensorprodukt:
SA(M )®ASA(M ) = (A®M @....)@A(A®M @...)
=AQA ®M®A ® AOM” @ ...
CMRIADAIM” =M’ ®M”.
Die Zusammensetzungen mit den natiirlichen Einbettungen
MoMEM undM” M @ M”?
induzieren A-Algebra-Homomrophismen
oc:SA(M )—)SA(M &M )undB:SA(M )—)SA(M ®M”),
welche eine A-bilineare Abbildung
S,(M) xS, (M”) — S , (M"EM”), (p, q) > a(p)+P(q) = Pp=q;
definieren und damit einen A-Algebra-Homomorphismus
S, (M) ®, S, (M") — S, (M'OM"), p®q > pq. )
Sei jetzt eine A-lineare Abbildung
(M EM” — B
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mit Werten in einer A-Algebra B gegeben. Den induzierten A-Algebra-
Homomorphismus

SA(M’GDM”) —B
setzen wir mit (1) und den naturlichen A-Algebra-Homomorphismen

S,(M") —S, (M) ®,8, (M), q > 1&g,
zusammen und erhalten A-Algebra-Homomorphismen
oc’:SA(M’) — Bund B’:SA(M”) — B,

also eine A-bilineare Abbildung

S (M) xS, (M”) — B, (p, @) > &’ (p)+B’(a),
und damit einen A-Algebra-Homomorphismus

S\(M)®, S, (M") — B,p®q k> @(p)*’(@),
welcher die Einschrankung von ¢ auf M’ und M” fortsetzt, und damit auch ¢ selbst.
Wir haben noch die Eindeutigkeit der Fortsetzung zu beweisen. Sei
Y SA(M’) ®A SA(M”) —B
ein A-Algebra-Homomorphismus, welcher ¢ fortsetzt. Dann ist die Einschrankung auf

M’ = M’®1 und die auf M” = I®M” eine Fortsetzung der Einschrankung von ¢ auf M’
bzw. M”. Auf Grund der Universalitatseigenschaften von S A(M’) und S A(M”) sind

damit die Einschrankungen von y auf S A(M’) und S A(M”) eindeutig festgelegt. Fur
beliebige u € S A(M’) und v E S A(M”) gilt damit

YU®V) = y(U®1)+(1®V)) = y(u®1) y(1&®V).
Die beiden Faktoren rechts sind eindeutig festgelegt (wie gerade erwahnt). Also ist es
auch y(u®v).
QED.

Bemerkung
Nachfolgend wollen wir die Beschreibung von A-Algebren als Faktoren einer Tensor-
Algebra an einigen Beispielen illustrieren. Dazu benotigen wir den Begriff des Ideals.

2.11 Vergleich mit den Polynom-Algebren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter freier A-Modul mit

dem A-linear unabhéngigen Erzeugendensystem m M € M und

e
S = A[Xl""’xn]

die A-Algebra der Polynome in x X mit Koeffizienten aus A. Dann gibt es genau

0=
einen A-Algebra-Homomorphismus
A[xl,...,xn] — S(V) mit X. b V.

Dieser Homomorphismus ist sogar ein [somorphismus.

Beweis. Betrachten wir die A-lineare Abbildung

M — A[xl,...,xn], Clml+"'+clmn [N clxl+...+clxn
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1. Schritt. Die Polynom-Algebra besitzt die Universalitatseingenschaft der
Symmetrischen Algebra.

Seien S eine kommutative A-Algebra und

f:M—S
eine A-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen Homomorphismus
von A-Algebren

f:K[xl,...,Xn] — S

mit fo j =f.

Existenz von T. Fur jedes Polynom pE A[x ,...,xn] setzen wir

1
f(p) = PV oV,
d.h. wir ordnen jedem Polynom p den Wert an der Stelle (f(Vl),...,f(Vn)) zu. Auf diese

Weise ist ein Homomorphismus von A-Algebren definiert,

?:A[xl,...,xn] - S
Nach Konstruktion gilt
fo J(C1V1+...+clvn) = f(clx 1 +"'+C1Xn) (nach Definition von j)
= le(V1)+...+le(Vn) (nach Definition von ?)
= f(c 1V1+...+Can) (weil f linear ist)

d.h. es gilt To j=1.
Eindeutigkeit von f. Falls T existiert, so gilt fur jedes Polynom p

f(p) = ?(p(x1 X ) = p(?(xl),...,?(xn)) (T ist Algebra-Homomorphismus)
= p(?(j(vl)),...,?(j(vn))) (nach Definition von j)
= p((f(vl),...,f(vn)) (wegen ?Oj =1).

Die Abbildung T ist somit durch f eindeutig festgelegt.
2. Schritt: Vergleich von S(M) und A[Xl""’xn]'

Betrachten wir die folgenden beiden kommutativen Diagramme.

1
M — S(M) M —J> AlX X ]
Loy
A[Xl""’xn] SM)

Dabei seien j die oben definierte A-lineare Abbildung und i: M & S(M) die naturliche

~Y

Einbettung. Die A-Algebra-Homomorphismen T und J existieren auf Grund der
Universalitatseigenschaften von j bzw. i und sind durch die Kommutativitit der beiden
Diagramme eindeutig festgelegt. Durch Zusammensetzen der beiden Diagramme
erhalten wir die beiden folgenden kommutativen Diagramme.
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i J
M — SM) M — AX X ]
l T und jl ST

S(M) A[Xl""’xn]

Diese Diagramme bleiben kommutativ, wenn man TOT und TOT durch identische
Abbildungen ersetzt. Auf  Grund der Eindeutigkeitsaussagen der
Universalititseigenschaften von i und j folgt

TOT = Id und TO

Die A-Algebra-Homomorphismen 1 und sind also zueinander inverse

Isomorphismen.
AuBerdem gilt fur jedes o

1(X )= 1(](V ) =1i(v )—Va.

QED.
Bemerkungen
(i) DasBild

S(M) ¢

der ¢-ten Tensorpotenz M®Z =T(M) ¢ bei der natuirlichen Abbildung

p: TM) — S(M), V1®...®Vi B VsV,

heiBt {-te symmetrische Potenz von M. Beim gerade konstruierten Isomorphismus
SM) — A[Xl""’ xn]

entspricht diese ¢-te symmetrische Potenz den homogenen Polynomen

D C x! E A[x ]
lil=¢ '

des Grades ¢ des Polynomrings. Insbesondere hat dieser freie A-Modul den Rang

rank , S(M), = (Z”‘ ! )

(i) Dadie M®Z den Vektorraum T(M) erzeugen, erzeugen die S(M) ( den Faktorraum
S(M),

o¢]
SM)=Y S(M)g.
¢=0
Da sich jedes Polynom auf genau eine Weise als Summe homogener Polynome
schreiben laft, ist diese Summe sogar direkt.

SM) = é OS(M)Z

(iii) Die symmetrischen Potenzen lassen sich in @ahnlicher Weise durch eine
Universalitatseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen. Fur jeden A-
Modul N bezeichne

S(M, N) (
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den A-Modul der ¢-linearen symmetrischen Abbildungen Mx...xM —s N. Weiter
sei o ¢ die natiirliche Abbildung

p
oy Mx..XM Pl m®C S(M)gs (V jores Vg) B3 ¥ 21tV

(welche symmetrisch ist, denn S(M) ist kommutativ).Dann ist die lineare
Abbldung

Hom , (S(M), . N) — S(M. N),, . e ’gooé,

ein Isomorphismus fur jedes N. Diese Aussage ist auch fur nicht notwendig freie
A-Moduln richtig. Sind M und N frei und vom endlichen Rang, so gilt

erank , N.

rank , S(M, N), =rank , S(M),» rank ,N = (ZH"I ) A

Beweis Zu (i). Wir beweisen die Dimensionsformel durch Induktion nach dem Rang
von M, d.h. nach der Anzahl n der Unbestimmen xl,..., xn.

Im Fall n = 1 ist der A-Modul der homogenen Polynome des Grades ¢ von A[Xl]
eindimensional fiir jedes ¢,

. ¢+0 {+n-1

dlmS(M)Z—1—< ) )_( - )

Sei jetzt n > 1. Jedes homonene Polynom p(xl,..., xn) des Grades ¢ 1aBt sich in der

folgenden Gestalt schreiben:

_ ¢ (-1
p(xl,..., xn) = pO(Xl""’ Xn—l)xn + pl(Xl""’ Xn—l)xn +...+pn(x1,..., Xn—l)

mit eindeutig bestimmten homogenen Polynomen pi(x1 yeues Xn-l) des Grades 1 in den

Unbestimmten X oo X0 Nach Induktionsvoraussetzung hat der A-Modul der
Polynome der Gestalt pi(xl,..., Xn-l) den Rang

i+n-2

(n2)

Fur den gesuchten Rang erhalten wir damit
{+n-2 (-14n-2 (-24n-2 0+n-2
rank S(M), _( - )+( - )+( - ) + o +( e )
Mit Hilfe der Standard-Eigenschaften des Pascalschen Dreiecks sehen wir, es gilt

rank S(M), = (Z;nll )
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Zu (i1). Es ist nichts zu zeigen.
Zu (ii1). Wir haben die Bijektivitiat der Abbildung

Hom A(S(M)g ,N) — S(M, N)g -8 B> 8°0y,
zu beweisen. Sei f € S(M, N)Z’ d.h. sei

ffMx...xM—N
eine {-lineare symmetrische Abbildung. Als {-lineare Abbildung faktorisiert sich f
eindeutig uber die natiirliche Abbildung p x Mx.. XM — M®Z,

P T
£ Mxxm L6 @l L N,

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mitf= ?Op ¢ d.h. mit

’F(v1®...®v€) = ?(pe(vl,...,vg)) = f(Vl""’VZ)'

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dafl sich T eindeutig uber die

v

naturliche Surjektion — SM) ¢ faktorisiert. Wegen der Surjektivitat dieser

Surjektion ist die Faktorisierung, falls sie existiert, eindeutig. Es reicht also, die
Existenz zu beweisen. Nach dem Homomorphie-Satz reicht es zu zeigen,

T KerM® — sV ) =0.
Der Kern der naturlichen Abbildungt TMM) — S(M) ist gerade das Ideal I'(M). Der
Kern der naturlichen Surjektion
M, s /

besteht somit gerade aus den homogenen Elementen des Grades ¢ von I'(M), d.h.
dieser Kern wird als A-Modul gerade von den Elementen der folgenden Gestalt erzeugt.

a®(VROW - wRV)®B
mit v, w € M,
a=v,®..®v ,v.EM
1 a1

B = W1®...®Wb, W, eEM

und a + 2 + b = €. Wir reicht zu zeigen, alle Elemente dieser Gestalt werden durch T in
die Null abgebildet. Es gilt
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T(®VOW - wdV)®P) = T(a®vRW®P) - T(a@WRVRP)
= f(vl""’Va’V’W’Wl""’Wb) - f(vl""’Va’W’V’Wl""’Wb)

=0
Das erste Gleichheitszeichen gilt dabei, weil T linear ist, das zweite auf Grund der

Definition von T. Das dritte Gleichheitszeichen schlieBlich gilt, weil f symmetrisch ist.
QED.

2.12 Die auBere Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und
M) C T(M)
das von den Elementen der Gestalt
X®xX mit xEM
erzeugte Ideal. dann heif3t
/AM) =N A(M) =TM)/T”(M)

auBere Algebra von M uiber A. Die Zusammensetzung

M — TM) 225 A
der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

A = TV 25 A
im Grad 0.
Bemerkungen

(i)  Die naturlichen Einbettungen sind injektiv, weil I”’(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit M und A
mit Teilmengen von /A\(M) zu identifizieren.

(i) Das Bild von V1®...®Vr € T(V) bei der naturlichen Abbildung

V) 25 AV, V@@V b v ALAY,

auf den Faktorraum wird mit Vl/\.../\VI_ bezeichnet. Die dullere Algebra besteht

also aus endlichen Summen von Elementen der Gestalt Vl/\'"/\vr'

2.13 Die Universalitatseigenschaft der auBeren Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul, B eine A-Algebra und
f:tM—B
eine A-lineare Abbildung mit
f(wf(v) =0 furalleve V.
Dann gibt es genau eine Fortsetzung
f:AM) —B
von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. es gibt genau einen

Homomorphismus von A-Algebren T: A(B) — B, dessen Zusammensetzung mit der
der naturlichen Einbettung
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— i
1:M — T(M) 1> TM)T’ (M) = AM)
gleich f ist.

Beweis. Existenz von T.Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra
gibt es genau eine Fortsetzung

f: TM) —= S
zu einen Homomorphismus von A-Algebren. Fur beliebige Vektoren x&M und
beliebige Tensoren t’,t"ET(M) gilt
(" (x®@x)t”) = £(")(E" Of (Of (t7) = 0,
Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden Ideals I’(M) liegt im
Kern von {;

I’(M) C Ker(f”).
Auf Grund des Homomorphie-Satzes faktorisiert sich f eindeutig tiber die natirliche
Surjektion auf den Faktorraum modulo dem Ideal I”’(V), d.h. uiber

p:T(M) — AM) = TM)/T"(M),
P T
: T(V) — A\(V) — S,
d.h. es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus Tmitf = ?Op, d.h. mit
f(Xl/\"'/\Xi) = f(p(x1®...®xi)) =f (X1®...®Xi) = f(xl)-...-f(xi)

Speziell fur i = 1 sehen wir, daf} T die Abbildung f fortsetzt.

Eindeutigkeit von T.

Sei T7: A(V) i) S ein weiterer A-Algebra-Homomorphismus mit T’ 1 = f. Dann gilt
Fropei=Toi=f=T0T=TFopei,
d.h. ?’Op und fop sind zwei Fortsetzung von f auf T(M). Auf Grund der
Universalitatseigenschaft von T(M) folgt ?’Op = ?Op. Weil p surjektiv ist, muf3
f>’=1

gelten.
QED.

2.14 Vergleich mit den GraBmann-Algebren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein freier A-Modul mit dem uiber A linear

unabhéngigen Erzeugendensystem m M € M. Fur festes kEN und jede echt

1
aufsteigende Folge o .
11 <12<...<1k
von naturlichen Zahlen aus {1,...,n} fuhren wir ein Symbol
(D) e, /\ei /\.../\ei
1 2 k

ein. Bezeichne
AKAD — @ Ae, Ae. A/,
1 2 k
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den von der Menge dieser Symbole frei erzeugten A-Modul. Fur k = 1 erhalten wir den
freien A-Modul vom Rang n,

ALAD = Ae +..+Ae =A™

Fur k = n erhalten wir den freien A-Modul vom Rang 1,
ADAD = Aee AACH

1
und fur k > n ist /\kAn = 0. Fur k = 0 wollen wir
AOAD — A
setzen.. SchlieBlich sei
2) A<e e > = @F ARAT= AATeAlAT®. . @ARAR

die direkte Summe aller /\kAn Wir wollen jetzt auf dem Vektorraum (2) eine
Multiplikation einfuhren. Dazu ist es nutzlich, die Symbole (1) auch zu definieren,

wenn die indizes iv keine echt aufsteigende Folge bilden. Fur jede Permutation J'IZESk

setzen wir

e /\ei /\.../\ei = sign(ar)-ei /\ei /\.../\ei
(1) nm(?2) n(k) | ) k
Weiter vereinbaren wir, dal ein Symbol der Gestalt (1) mit mehrfach auftretenden
Indizes den Nullvektor bezeichnen soll. Mit diesen Vorbereitungen konnen wir eine
Multiplikation in

einfuhren, inden wir setzen

(> a. .e A.ANe )»( Y a’. .e A.ANe.)
S N 'k g Jpde Je

= D a’, .a’. . e. /\.../\ei Ae. /.. Ne.

1

T B Ji-Ji 1 ] ]
N N PRI S e e kK 1 ¢

Dann gibt es genau einen A-Algebra-Homomorphismus
A<el,...,en> — /A(V) mit e b m..

Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomorphismus.
Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
n n

M- A<el,...,en>, S COLVOL oY Coce(x
o=1 o=1

1. Schritt. A<e1 ,...,en> hat zusammen mit j der Universalitatseigenschaft der aulleren

Algebra.
Seien B eine A-Algebra und

tM—B
eine A-lineare Abbildung mit
f(x)-f(x) = 0 fur jedes xEM.
Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus

T A<e,,..e >— B
1 n

mit Toj = f, d.h. mit
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fe ) =TG(v ) = v, ).

Eindeutigkeit von T.
Jedes Element von A<e ,...,en> hat die Gestalt

1
: k
x= 3 > ai ; ei /\ei /\.../\ei
k=0 i,<..<i, 177k 1 2 k
1 k
Falls T existiert, so gilt
n
fx)= 3> D ali( ; f(ei )°f(ei )‘...'f(ei ) (? ist K-Algebra-Homomorphismus)
k=0 i1<...<ik 177k 1 2 k
n K o
=3 > a; f(ei )e f(ei )-...-f(ei ) (wegen fei =f).
k=0 il<...<ik 1"k 1 2 k

Damit ist die Eindeutigkeit von T bewiesen.

Existenz von f. Wir setzen
n

fo=73 3 af . fle )fe, )ofle; )
k=0 i,<..<i, 177k 1 2 k
1 k
fur
S k
x= 3 S oar . oe Ae. Al \e. .
. P DO B | i i
k=0 i <e<ip 1™k 1 2 k
Diese Definition ist korrekt, weil die Vektoren
e. Ne. A..Ne. .
) 'k
mit i1 < .. < ik ein A-linear unabhéngiges Erzeugendensystem von A<el,...,en>
bilden, d.h. weil die Koeffizienten a}( ; durch x eindeutig bestimmt sind. Nach
1l

Definition gilt dann insbesondere
fitv ) =Tee ) = fe ),

d.h. es ist 7f°j = f. Nach Konstruktion ist T A-linear. Wir haben noch zu zeigen,

?(c’-c”) = ?(t’)- Nf(t”) fur ¢’,c’eK< el,...,en>.
Das sieht man durch direktes Nachrechnen.
QED.
Bemerkungen

(i) DasBild
AM) ¢
der ¢-ten Tensorpotenz M®€ =T(M) ¢ bei der naturlichen Abbildung
p: TM) — A(M), X, ®...®xi B Xl/\"'/\xi

heiBt {-te AuBere Potenz von M. Beim gerade konstruierten Isomorphismus
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AM) —s A<e e >

1
entspricht diese ¢-te auBere Potenz gerade den A-Linearkombinationen von ¢-
fachen auBeren Produkten der Vektoren ei. Insbesondere hat dieser freie A-Modul

den Rang
dim AM), = (;)

(i1)) Dadie M®Z den A-Modul T(M) erzeugen, erzeugen die /\(M) ¢ den Faktormodul
AM),

AM)= 3 AM),.
(=0

Da sich jedes Element der Gralmann-Algebra auf genau eine Weise als Summe
homogener Elemente schreiben 146t ist diese Summe sogar direkt.
AM) =@  AM),.
M) =@," AM),
(iii) Die @dufBleren Potenzen lassen sich in ahnlicher Weise durch eine

Universalititseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen und die
symmetrischen Potenzen. Fur jeden A-Modul U bezeichne

AM, N) (

den A-Modul der ¢-linearen schiefsymmetrischen Abbildungen Mx...xM —» M.
Weiter sei & ¢ die naturliche Abbildung

8y Mx..xM RVCIEN AM) g (X s Xg) b X A AAX

(welche schiefsymmetrisch ist, denn in /\(V) antikommutieren die homogenen
Elemente des Grades 1). Dann ist die lineare Abbldung

Hom , (AM), . N) — AM. N),,, T god /

ein Isomorphismus fur jeden A-Modul N.
Dies gilt auch fur nicht-notwendig freie oder endlich erzeugte A-Moduln M. Sind
M und N freie endlich erzeugte A-Moduln gilt

n .
rankA /AM, N)é = rankA /\(M)e-rankA N= (Z)-rankA N mitn = rankA M.
(iv) Der Ubergang zu den duBeren Potenzen ist funktoriell. Insbesondere ist fur jeden
linearen Endomorphismus

tM—M
eines freien Moduls M vom Rang n die induzierte Abbildung auf der hochsten
aulleren Potenz
/\(f)n: /\(M)n — /\(M)n, X b det(f)ex

gerade die Multiplikation mit der Determanten von f.

Beweis. Die Beweise sind analog zu den Beweisen der entsprechenden Aussagen zur
symmetrischen Algebra. Die letzte Aussage ergibt sich durch Wahl einer Basis von M

und der zugehorigen Basis des freien Moduls vom Rang /A(M) ¢ Zusammen mit der

Leibnitzschen Determinanten-Formel. Fur

M=Am. +..+ Am
1 n



68

und

n
f(mi) = j;l ajimj
erhalten wir
AM) =Am_ /\../Am
n 1 n

und
f(ml/\.../\mn)= f(m )/\.../\f(m )

n
=(Eaala)/\/\(zaanoc)
=1 1 o= N N
1 n
n n
= > .. zaa K ..ea n.ma /\"'/\moc
alzl _1 1 Il 1 n

Summanden, in denen rechts einer der Basis-Vektoren doppelt vorkommt sind dabei
gleich Null. Statt unabhéngig voneinander uiber alle Q. zu summieren reicht es uber alle

Permutationen (ocl, s an) von (1, ..., n) zu summieren:
f(ml/\.../\mn) = 3 ao(l)l."'.ao(n)n.m(j(I)A"'Amc(n)
oES
n
= 3y s1gn(0)ao(1)1- S(m)n 'm, /\.. /\m
GESn

=det (a..)em_ /\.../Am .
j 1 n
QED.

2.15 Die Clifford-Algebra

Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer bilinearer Abbildung b: V x V — K und
J(V) € T(V)

das von den Elementen der Gestalt

v®vV - b(v,v) mit v&€V
erzeugte Ideal. dann heif3t
C(V) = CK(V) =T(V)J(V)

Clifford-Algebra von b uiber K. Die Zusammensetzung

i
VLTV B ow)
der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heifit wieder natiirliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die natlirliche
Einbettung

K — T(V) 5 C(V)
im Grad 0.
Bemerkungen
(i)  Ist b identisch Null, so fallt die Clifford-Algebra mit der dufleren Algebra zu

sammen, die Clifford-Algebra verallgemeinert also den Begriff der aufleren
Algebra.
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Die Injektiviat der naturlichen Einbettungen ist im Fall der Clifford-Algebra
weniger offensichtlich als im Fall der symmetrischen oder dufleren Algebren. Sie
ergibt als Nebeneffekt einer genaueren Analyse der Struktur der Clifford-Algebra,
die wir hier nur skitzieren wollen.

Schreibt man

TV) =T’ (V) ® T(V)
mit

T (V) = @gio T(V), und T"(V) = @I‘l’io V), |

so erhélt man eine zweite Beschreibung der Tensoralgebra als graduierter Ring,
wobei homogene Elemente nur den Grad O oder 1 haben konnen. Dabei muf3 man
den Grad als Restklasse modulo 2 betrachten,

deg x € Z/27 = Z2 = Fz fur x homogen

damit fur homogene Elemente x und y weiterhin gilt
deg (xy) =deg x + deg y.

Beziglich dieser neuen Graduierung wird das definierende Ideal J(V) der
Clifford-Algebra von homogenen Elementen (des Grades 0) erzeugt. Das hat zur
Folge, daf} auch die Clifford-Algebra eine Graduierung

CA)=C(A) @ C’(A).
besitzt. Um diese neue Graduierung von der bisher betrachteten zu unterscheiden,
nenne wir die letztere eine Z,-Graduierung, die erstere eine Z-Graduierung.

2
Sind x, y € V zwei Elemente mit x L y bezuglich b =<, >, so gilt in C(V):
Xey +yeX = (X+Y)*(X+Y) - XX - yy

= <X+y, X + y> - <X, X> - <y, y>
=<X,y>+<y,x>
=0+0
=0.
Elemente aus V, die aufeinander senkrecht stehen anit-kommutieren also in C(V),
xey  =-yexin C(V) fur Elemente x,y €E Vmitx L y.
Da jedes Element von C(V) eine Summe von Produkten von Elementen aus V ist,
ergibt sich daraus fur homogene Elemente

Xey = (-1)deg xedegy yeXx fur homogene Elemente x, yeC(V).

2.16 Das Tensorprodukt graduierter Algebren
Seien K ein Korper und S, S° zwei K-Algbren. Dann besitzt

S®KS’ (1)

die Strutur einer K-Algebra mit

(s®s’)e(t®t’) = (st)®(s’t’) furs,t, ESunds’,t’ € S’.

Sind S und S’ graduierte K-Algebren, d.h. zerfallen sie als K-Vektorraume in direkte
Summen

mit

_a® s _ O 5
S—@d:OSdundS _@d:OSd

Sa'sb < Sa+b bzw. S a.S b s a+b

fur alle a und b, so kann man die Multiplikation auf (1) auch so wahlen, daf} gilt
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(s®s’)(t®t’) = (-l)ab(st)®(s’t’) fur s&€ S, s’ESa, t ES’b st e S’.

Das Tensorprodukt (1) mit dieser abgeandertern Multiplikation heifit auch graduiertes
Tensorprodukt der graduierten K-Algebren S und S’ und wird mit

S®S’
bezeichnet.
Beweis. Die Abbildung
@:SxS’xSxS’ —» S®KS’, (s,8°,617) b (sHHX(s’L),
ist linear in s, t, s” und t’. Sie faktorisiert sich deshalb tiber die natuirliche Abbildung15
p: SXS’XSXS — S®KS’®KS®KS, (5,8, t,17) b s®S’ XX,

ins Tensorprodukt:

. ) p ’ ((\pJ ’
@: SXS'xXSxS — S®KS ®KS®KS — S®KS
mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung $ mit ¢ = $°p, d.h. mit
ch(s@s’@t@t’) = @(s,87,t,t") = (sHHR(s’t").
Durch Zusammensetzen von ?ﬁ mit der natuirlichen Abbildung
p’: S®KS X S®KS — S®KS ®KS®KS , (X, ) b x®y,
erhalten wir eines Abbildung
Y= @op’: S®KS X S®KS — S®KS
mit
YE®S', t®) = (P’ (s®s’, tB)) = ¢(s®s’ DAL = (sH)®(s’t).
Wir haben gezeigt, die oben angegebene Formel fur die Multiplikation in S®KS’

beschreibt eine wohldefinierte Abibldung.
Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf die so definierte Multiplikation die ublichen

Eigenschaften hat und S®KS’ mit der Struktur einer K-Algebra versieht.

Die modifizierte Formel fur die Multiplikation im Fall graduierter K-Algebren

oo

0
S= ®n= n=0

OS und S’ =@ S’
n n

ergibt sich aus der eben konstruierten durch Zusammensetzen mit einem linearen
Endomorphismus von

s _ P )
S®S =@ ® S O,

derauf S ®S’ in der Multiplikation mit (-1)20 besteht.
QED.

2.17 Die Universalitatseigenschaft der Clifford-Algebra
Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform

'> Wir haben das eigentlsich nur fur den Fall S = S’ gezeigt. Mit Hilfe der vierten Tensorpotenz von
S@S’ und deren Universalitatseigenschaft erhalt man diese Ausage durch einschranken auf den direken

®4
S den S S’ S S S®S’ .
ummannden ®K ®K ®K von (S®S’)
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b: VxV —K.
Fur jede K-Algbra S und jede K-lineare Abbildung
f:V—S
mit
f(v)? = b(v.v)+1 g
gibt es genau einen K-Algebra-Homomorphismus

T:C(V)— S

mit
f=Toi,

wobei i: V — C(V) die oben beschriebene naturliche Einbettung bezeichne.
Beweis. Auf Grund der Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra 1at sich f auf
genau eine Weise zu einem K-Algebra-Homomorphismus

: T(V) — S
fortsetzen. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, das definierende Ideal J(V)
der Clifford-Algebra

C(V)=T(V)I(V)
liegt ganz im Kern von {7,

J(V) € Ker(f), (1

denn dann faktorisiert sich f* eindeutig iber die naturliche Abbildung T(V) — C(V).

Zum Beweis von (1) reicht es zu zeigen, ein Erzeugendensystem des Ideals J(V) liegt
ganz im Kern von f°, d.h. es reicht zu zeigen,

ff(v®v-b(v,v))=0
fur jedes v € V. Es gilt
(v®Vv-bv,v)=f(v®vVv)-Tf(b(v,v))el)
=1 (v)f’(v) - b(v,v)=f(1)
= f(v)2 - b(v,v)*1 S

=0.
QED.

2.18 Die Clifford-Algebra einer orthogonalen direkten Summe
Seien V ein K-Vektorraum mit der Bilinearform
b:VxV —SK
und
V=V oV~
eine orthogonale direkte Zerlegung mit zweil K-linearen Unterraumen V’ und V™.
Dann ist die Clifford-Algebra von V,

C(V) = C(V)RC(V”),

isomorph zum graduierten Tensorprodukt der Clifford-Algebren von V' und V”
(bezuglich der Zz-Graduierung der Clifford-Algebra).

Beweis. d auf der rechten Seite besitzt
die Universalitatseigenschaft von C(V). Nach Bemerkung 2.15 (iv) und 2.16 stimmen
die Multiplikationen auf beiden Seiten Uiberein.

QED.
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2.19 Die Clifford-Algebra von <c .,cn>

17
Seien V der K-Vektoraum mit symmetrischer Bilinearform

V=<c,,....c >
1 n

und bezeichne wie ublich

e .,.,e €V=K"
1 n

die Standard-Basis. Dann gilt
n
C(<Cl’""cn>) = > ‘ D . Kei €t e
k=0 1511<...<1ksn 1 2 k
wobei die Erzeuger

1, e ,en,...,e. e, *..%C. ,..,E ° ..

1 11 12 1k 1 n

(miti, <..< ik ) linear unabhéngig sind. Weiter ist

1

2
e.se.=-¢e.ce.unde:. =c..
1] ] 1 1 1

Insbesondere ist V = K" = Kel+...+Ken ein linearer Unterraum der Clifford-Algebra,
und es gilt

dim C(<cy,....c >) =21
Beweis. Nach 2.18 gilt

C(<Cl’“"cn>) = C(<c1>)®...®C(<cn>),

und die Berechnung von C(V) ist damit auf den 1-dimensionalen Fall reduziert.
Im Fall V = <c> ist
T(V) =K[T]

der Polynomring uiber K in der Unbestimmten T = € und
JCV)

ist das Ideal welches von den Elementen der Gestalt
VOV - b(v,v) = (\T)2 - A2c = AX(T? - ¢)
mitv = )\el erzeugt wird, d.h. J(V) besteht aus den Vielfachen des Polynoms T2 c,

J(V) = (T2 - ¢)K[T].

Ist t die Restklasse von T, so gilt
C(<c>) = K + Kot + Ket? + ..

und t2 = ¢, d.h.

C(<c>) = K + Kot mit t2 = ¢

Insbesondere ist

dimK C(<c>) = 2.

Damit erhalten wir fur V = <c1,...,cn>:
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. _ »N
dim C(<Cl""’cn>) =2
und

n
C(<c,,...,C >)=@k=0 ®. . Ke. e. e...0e.
1 n 11<...<1k 11 12 1k

QED.
Beispiel.
Far K=Rund V =<-1,-1>ist

CiV)=R+Re, +Re, +Re.e

1 2 172
und
2
el = -1,
2
e2 o 1 ’ . .
Wegen €€ =-¢6, erhalten wir weiter

2 _ - =
(elez) =€.6,8.6, = (elel)(ezez) =-1.
Als Clifford-Algebra von <-1, -1> erhalten wir gerade die Algbra der Hamiltonschen
Quaternionen.

3 Halbeinfache Ringe und Moduln
(frei nach dem 17. Kapitel von Lang [2])

3.1 Matrizen und lineare Abbildungen uber nicht-kommutativen
Ringen

In Kapitel XIIT haben wir ausschlieBlich Matrizen uber kommutativen Ringen
betrachtet. Fir unsere gegenwirtigen Ziele muissen wir eine allgemeinere Situation
untersuchen.

3.1.1 Matrizen uber einem Ring

Sei K ein Ring. Eine mxn-Matrix mit Eintragen aus K wird in derselben Weise definiert
wie im Fall kommutativer Ringe: es ist eine endliche Familie

M = (c..). .
( 11)1=1,...,m,J=1,...,n
von men Elementen aus K, die man sich in rechteckiger Gestalt zu m Zeilen mit je n
Elementen angeordnet denkt,

C ,C ~...C
ml m?2 mn
Das Paar (m, n) heift Typ der Matrix und wird mit
type M := (m,n)
bezeichnet. Die Zahlen m und n heiflen Zeilenzahl bzw. Spaltenzahl und werden mit

r(M) :=mund ¢c(M) :=n
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bezeichnen.
Die Summe und das Produkt von Matrizen werden durch dieselben Formeln definiert:

(Cij) + (dij) = (cij + dij) falls typ (Cij) =typ (dij)

b
(Cij) . (dij) =3 Cia.daj ) falls C(Cij) = r(dij)'
a=1
Bemerkungen

(1) Nach wie vor gelten die Assoziativgesetze und Distributivgesetz (falls die Typen
der Matrizen so beschaffen sind, daB} sich die Operationen ausfuhren lassen):

(M’ + M”) + M’,, - M’ + (M’7+Mﬁ”)
(M’ ° M”) . M?”: M’ ° (M” ° M”,)
(M’ +M”) .M?” =M’. M”’ +M”. M,”

M’. (M” + M”,)= M,.M,, + M,.Mﬂ”)
(ii) Die mxn-Matrizen mit Eintragen aus K

K™ = Mat  (K)
m,n

o

bilden sowohl einen linken als auch einen rechten K-Modul.
(iii) Die quadratischen Matrizen

Mat (K) := goxn
bilden einen Ring.
(iv) Es gibt einen Ring-Homomorphismus
K — Matn(K), cp cld

3.1.2 Schiefkorper

Ein Schiefkorper ist ein Ring mit 1 (= 0), in welchem jedes von Null verschiedene
Element ein Inverses besitzt.

Bemerkungen

(i) Jeder Modul M tiber einem Schiefkorper K besitzt eine Basis.

(i)) Die Machtigkeit von je zwei Basen ist gleich.

(iii) Die Machtigkeit einer Basis heiflt Dimension des Moduls und wird mit

dimK M

bezeichnet.
(iv) Moduln uiber K heilen auch Vektorraume.

(v) Eine K-lineare Abbildung ¢:V’—V” endlich-dimensionaler K-Vektorraumen
besitzt bezuiglich gegebener Basen

v = (v’l,...,v’n,) von V' und v’ = (v” ,V”n,,) von V”

=
eine Matrix

V’ _ n”X n,
M, () = (Cij) eK .
Die Eintrage C. der Matrix sind durch die Bedingungen

f(V’i) = Cliv”1+...+cn,,iv”n,, (i=1,...,n")

bestimmt.

3.1.3 Matrizen von linearen Abbildungen zwischen direkten Summen

Seien R ein Ring,
Mhiep wnd Ny
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zwei endliche Familien von R-Moduln und

M = ®iEIMi und N := @jEJ Nj
deren direkte Summen. Dann ist die Abbildung
@iELj 7 HomR(Mi , Nj) — HomR(M , N) (1)
GM—Nier e ie1 P Gerlji™jer
R-linear und bijektiv. Die Umkehrung dieser Abbildung kann man wir folgt
beschreiben. Seien

RN ((mi)

ch: N — Nj , (na)ocEJ EY nj,
die Projektion auf die j-te Koordinate und

9t Mj — M, x> {0, X} o
die naturliche Einbettung, welche Mi mit dem Teilmodul der direkten Summe

identifiziert, dessen Elemente nur an der i-ten Stelle von O verschiedene Eintrige
besitzen. Die Umkehrung von (1) hat dann die Gestalt

HomR(M s N) e @1 HomR(Ml 3 NJ), CP g M(cp) = (ﬂj°f°qi )

€Ll i€LiEl

Die Elemente von

HomR(M ,N)
sind deshalb durch die zugehorige Matrix
f11 f12 fls
£, f,,...1
_ _| 2122728 Ce_ofo .
M@o=Wigr=| 7 77 = M=
frl fr2 frs

von R-linearen Abbildungen fij eindeutig bestimmt - und umgekeht definiert jede Matrix

von R-linearen Abbildung fji: Mi—>Nj ein Element von HomR(M , N).

Die Anwendung linearen Abbildung ¢: M — N entspricht dabei der Matrizen-
Multiplikation mit M(¢p).

f f...f
m 117127 1s\
1 £y ey 1
fm)=f| ... | = S :
m, S | )
£ Byt

Bemerkungen
(i) Fur jeden R-Modul M und jede naturliche Zahl hat man insbesondere einen
Isomorphismus von Ringen

EndR(M(n)) - Mat_(K),

Dabei sei
K:= EndRM
der Endomorphismen-Ring des R-Moduls m und
M(n)

bezeichne die n-fache direkte Summe von M.
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(ii)) Betrachten wir den Fall, daf3
R =D ein Schiefkorper
und
M=Dev,vEM - {0},
ein eindimensionaler D-Vektorrauam ist. Mit Hilfe des Basis-Vektors v, konnen
wir M mit dem D-Vektorraum D identifizieren,

D:M=D'V,X B XeV,
und K mit

K= EndD D.

Eine d-lineare Abbildung f: D — D ist durch ihren Wert an der Stelle 1 bestimmt:

f(x) = f(x+1) = xf(1),
d.h.
f= fa mit fa(x) =xeaund a := f(1).

Wir erhalten so eine surjektive Abbildung

D—>K=EndDD,a|-> fa'
Wegen fa(l) = a ist sie auch injektiv. AuBerdem gilt
_ . . . . 16
fa+b = fa + fb (Distributivgesetz in D)
f1 =1d (wegen fl(X) =x1 =Xx)
_ ° . . . 17
fab = fb fa (Assoziativgesetz in D)

Mit anderen Worten, dies ist ein Anti-Isomorphismus. Dies ist im wesentlichen
der einzige Unterschied zum kommutativen Fall (von Vektorraume uber
Korpern).

3.1.4 Einfache Moduln

Ein R-Modul M heif3t einfach, wenn er = 0 ist und keine nicht-trivialen Teilmoduln
besitzt, d.h. 0 und M sind seine einzigen Teilmoduln.

3.1.5 Proposition 1: Lemma von Schur

Seien R ein Ring und f:M — N eine R-lineare Abbildung einfacher R-Moduln. Dann ist
f entweder die 0-Abbildung oder ein Isomorphismus. Der Ring EndR(M) ist ein

Schiefkorper.
Beweis. Sei f von Null verschieden. Dann ist Ker(f) ein echter Teilmodul von M also
gleich Null,

Ker(f) = 0.
AuBerdem ist Im(f) C N nicht der 0-Modul, also gleich N,
Im(f) = N.

Die Abbildung f ist somit bijektiv, also ein Isomorphismus.
Jedes von Null verschiedene Element des Rings EndR(M) ist damit umkehrbar, d.h. der

Endomorphismen-Ring ist ein Schiefkorper.
QED.

6f  (x)=xe(atb)=xca+xb=f X)+f x) = + )(x)
a+b a b a b

7 ()= f (xeb) = xo(bea) =
a a

fa-b(x) =Xeasb = fb(x-a) = fb(fa(x)) = (befa)(x)
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3.1.6 Proposition 2: der Endomorphismen-Ring einer direkten Summe
einfacher Moduln

Seien R ein Ring, M Mr paarweise nicht-isomorphe einfache R-Moduln und

0=

n n

M=Mi 1)®...®M( 0
r
Dann ist die Abbildung
%
Matnl(EndR(M1))x...xMatnr(EndR(Mr)) EndR(M)

(Al""’Ar) EY ((ml,...,mr) RS (Alml""’Armr))

ein Isomorphismus von Ringen.
In jeder solchen Zerlegung eines Moduls M in eine direkte Summe endlich vieler
einfacher R-Moduln sind die direkten Summanden Mi bis auf Isomorphie und deren

Vielfachheiten nieindeutig bestimmt.

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich additiv und multiplikativ'®, d.h. ein
Ringhomomorphismus (von Ringen mit 1). Er ist weiterhin offensichtlich injektiv.
Beweisen wir seine Surjektivitat.

Sei fEEndR(M). Als Abbildung mit Werten in M hat f die Gestalt
f= (fl""’fr)
mit R-linearen Abbildungen

()

fi: M—-=M
i
Die Einschrankung von fi auf den j-ten direkten Summanden wird durch eine Matrix

beschrieben, deren Eintrage R-lineare Abbildung M.—>Mi sind. Fur j = i kann es sich

nicht um Isomorphismen handeln, d.h. nach 3.1.5 handelt es sich um 0-Abbildungen.
Die Einschrankung von fi auf den j-ten direkten Summanden mit j = 1 ist demnach Null.

Es folgt
fi(ml""’mr) = (0,...,O,Ai(mi),0,...,0) mit AiEMatni(EndR(Mi)’

also

f(ml,...,mr) = (Alml""’Armr)'

Die Eindeutigekeitsaussage ist eine Variante des Satzes von Jordan-Holder.
QED.

3.1.7 Vielfachheiten und Langen
In der Situation von 3.1.6 hei3t die Zahl ni Vielfachheit, mit welcher Mi im Modul

() (n)

(1) M=Ml @.6M T
T

vorkommt. Die Zahl
length(M) := n1+...+nr

heiflit Lange des Moduls M. Identiét (1) werden wir manchmal auch in der folgenden
Gestalt schreiben.

'8 beziiglich von koordinatenweiser Addition und multiplikation im direkten Produkt auf der linken
Seite.
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M=n M ®..&n M
171 rr

3.2 Halbeinfache Moduln

3.2.1 Vereinbarung

Sei R ein Ring. Wenn nicht explizit anders erwéhnt nehmen wir in diesem Abschnitt an,
da3 alle Moduln R-Moduln und alle Homomorphismen R-lineare Abbildungen sind.

3.2.2 Kriterium der Halbeinfachheit

Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgenden Bedingungen dquivalent.
(SS1) M ist eine Summe von einfachen R-Moduln.
(SS2) M ist direkte Summe von einfachen R-Moduln.

(SS3) Jeder Teilmodul N C M ist ein direkter Summand von M, d.h. es gibt einen

Teilmodul N’ mit M = N®&M’.

Bemerkungen

(1)  Ein Modul M uiber dem Ring R heif3t halbeinfach, wenn er den dquivalenten
Bedingungen (SS1) - (SS3) beniigt."”

(i) Jeder von O verschiedene Teilmodul eines halbeinfachen Moduls einthélt einen
einfachen Teilmodul.

Beweis. 1. Schritt. SeiM = ¥ Mi eine (nicht-notwendig direkte) Summe von
i€l
einfachen Teilmoduln. Dann existiert eine Teilmenge J C I derart,
daf

M=SM.=® M.
i . i
gilt und die Summe direkt ist.
(Insbesondere besteht die Implikation (SS1) = (SS2)). Sei
S

die Menge aller Teilmengen J C 1, fur welche die Summe

SM.= @ M. (1)
direkt ist. Die Menge S ist nicht leer: alle einelementigen Teilmengen von I liegen in J.
Die Menge S ist halbgeordnet bezuglich der Inklusionsrelation. Fur jede linear
geordnete Teilmenge von S ist die Vereinigung der Elemente dieser Teilmenge ein
Element von S (weil nur endlich viele Koordinaten eines Elements einer direkten
Summe ungleich 0 sind). Damit besitzt jede linear geordnete Teilmenge von S eine
obere Schranke in S. Nach dem Zornschen Lemma gibt es in S ein maximales Element.
Sei

J

ein solches.Es reicht zu zeigen, jedes Mi liegt in der Summe (1) (sodaB diese gleich M

ist). Im Fall i € J ist das trivialerweise der Fall, sei alsoi €1 - J.

' Die Bezeichnungsweise (SSi), i=1,2,3 , kommt von semi-simple (Englisch fiir halbeinfach).
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Der Durchschnitt der Summe (1) mit Mi ist ein Teilmodul von Mi’ also gleich O der
gleich Mi'

Im ersten Fall bleibt die Summe (1) direkt, wenn man i zur Menge J hinzufugt, was im
Widerspruch zur Maximalitat von J steht. Also tritt der erste Fall nicht ein. Im zweiten
Fall liegt aber Mi in der Summe (1).

2. Schritt. Es besteht die Implikation (SS2) = (SS3).
Sei N C M ein Teilmodul. Bedingung (SS3) ist trivialerweise fir N erfullt, wenn N =
M ist. Sei also

N (M ein echter Teilmodul.

Sei
S

die Menge aller Teilmengen J C I, fur welche die Summe

N+EMJ.=N@[IEMJ. 2)
jE] jE€l
direkt ist. Weil N ein echter Teilmodul von M ist, gibt es ein Mi welches nicht in N

liegt. Weil Mi einfach ist, gilt dann NmMi =0, d.h. die Summe N+Mi ist direkt und

MiES.

Die Menge S ist somit nicht leer. Dieselbe Argumentation wie im ersten Schritt zeigt,
daf3 S ein maximales Element J enthalt und fur dieses maximale Element die Summe (2)
gleich M ist, d.h. es gilt (SS3).

3. Schritt. Es gelte (SS3). Dann enthilt jeder von 0 verschiedene Teilmodul N & M

einen einfachen Teilmodul (d.h. es gilt die Aussage von Bemerkung (ii)).
Sei N ein von 0 verschiedener Teilmodul von M. Wir wihlen ein von O verschiedenes
Element in N, sagen wir

0# nEN.
Wir betrachten die R-lineare Surjektion

R — Ren, r b ren. 3)
Thr Kern ist ein Linksideal von ¢ C R, welches echt enthalten ist in R (weil die
Surjektion nicht identisch O ist),
¢ C_ R echtes Linksideal.
Nach dem Zornschen Lemma liegt £ in einem maximalen Linksideal m von R,

¢ C m C R, m maximales Linksideal von R.
Die Surjektion (3) induziert eine R-lineare Abbildung

R/¢ —s Ren, r mod € + ren.

Das Bild von m/¢ bei dieser Abbildung ist ein maximaler von Ren verschiedener
Teilmodul

men C Ren, men maximal unter den echten Teilmoduln von Ren.
Nach Voraussetzung (SS3) konnen wir M als direkte Summe
M=men+M =men ®M’
schreiben mit einem Teilmodul M” C M. Wegen men C Ren gilt

Ren=men+ M’( JRen=men @ (M’("\Ren).
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Fiur jeden von 0 verschiedenen echten Teilmodul M” C M’(\Ren wiire
men + M’()Ren

ein echter Teilmodul von Ren, welcher men als echten Teilmodul enthalt. Das
widerspricht der Maximalitdg von men in Ren. Also gibt es keinen solchen echten

Teilmodul M”, d.h. jeder echte Teilmodul von M’( \Ren ist gleich 0. Deshalb ist
M’(Ren
ein einfacher Teilmodul von Ren, also von N.

4. Schritt. Es besteht die Implikation (SS3) = (SS1).

Sei M0 die Summe aller einfachen Teilmoduln von M. Es reicht zu zeigen, M0 =M.

Angenommen, MO ist ein echter Teilmodul von M. Nach Voraussetzung (SS3) gibt es

dann einen von 0 verschiedenen Teilmodul N mit
M= MO@N, N # 0.

Nach dem dritten Schritt gibt es einen einfachen Teilmodul in N. Nach Definition von
M0 mifite dieser aber in MO , was der Wahl von N widerspricht (die Summe M0+N
ware nicht direkt). Dieser Widerspruch zeigt, es muB M =M

QED.

0 gelten.

3.2.3 Proposition 3: Teilmoduln und Faktormoduln halbeinfacher
Moduln

Jeder Teilmodul und jeder Faktormodul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.

Beweis. Seien M ein halbeinfacher R-Modul und N C M ein Teilmodul. Weiter sei

No

die Summe aller einfachen Teilmoduln von N. Nach 3.2.2 (SS3) konnen wir M in der
Gestalt

M= NO@N’O (1)

schreiben mit einem Teilmodul N’ o von M. Jedes Element x € N besitzt dann genau

eine Darstellung

X=X0+x0m1tXOENOundXOENO.

Nun ist aber X’O =X - XO €N, d.h.esist N=N

Zerlegung ist direkt (wegen (1)):
N = NO @ (NﬂN’O). 2)

ot NN’ 0 und diese Summen-

Wire der Durchschnitt N[N’ 0 ungleich 0, so wiirde er einen einfachen Teilmodul

enthalten (auf Grund der Aussagen des dritten Schritts im Beweis von 3.2.2). Dieser
einfache Teilmodul muiite aber in NO liegen (nach Definition von NO), was der direkten

Summenzerlegung (2) widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, es gilt N[N’ 0 also
N = NO'

Also ist N halbeinfach.

Wir haben noch die Halbeinfachheit von M/N zu beweisen. Dazu schreiben wir M in

der Gestalt

M=N®N’
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mit einem Teilmodul N’ von M (vgl. 3.2.2 (§S3)). Wie wir gerade gesehen haben ist
jeder Teilmodul von M halbeinfach. Insbesondere ist N” halbeinfach. Die naturliche
Projektion

M=N®N — N’
auf den zweiten direkten Summanden induziert einen Isomorphismus
M/N — N’.

Deshalb ist mit N’ auch M/N halbeinfach.
QED.

3.3 Dichtesatz

3.3.1 Lemma: Die Modul-Struktur uber End(M)
Seien R ein Ring, M ein R-Modul und

K:= EndR(M)
Wir versehen M mit der K-Modul-Struktur
KxM—M, (¢, x) » @(X). (D
Die Abbildung
R — EndK(M), aP fa’ )
mit
fa(x) = ax

ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
Ist der R-Modul M hableinfach, so gibt es fur jedes q)EEndK(M) und jedes XEM ein

0oER mit
000 =f_(x).

Beweis. 1. Schritt. M ist K-Modul mit der Multiplikation (1).
Als R-Modul ist M eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Fur (1) gelten die

Distributivgesetze: fur ¢,p’,¢ €K, x,y € M gilt
Pe(x+y) = Q(x+y)
=@(x) + p(y) (<K ist R-linear)
= QX + @ey.
(@+¢7)x = (@+9")(X)
=@’ (X) + ¢7(x)
=@ X + @ *X.
Weiter gilt das Assoziativgesetz: fur ¢’, ¢” € K und x € M gilt
(@@7)x  =(@°@")(x)
=@’ (¢"(x))

= @’+(g7x).
SchlieBlich operiert das Einselement von K wie die identische Abbildung (weil es die
identische Abbildung ist).
2. Schritt. (2) ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus von Ringen mit 1.

Fiura €R, x,y € M und €K gilt
fa(x+y) = as(x+y)
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= a*X + asy
=f 0 +f ()

und

f (@) =f (@)

= asQ(x)
= @(asx) (€K ist R-linear)
= ¢f ().

Zusammen ergibt sich, fa ist eine K-lineare Abbildung fur jedes a € R. Die Abbildung

(2) ist damit wohldefiniert.
Bezeichnen wir die Abbildung (2) mit f,

f:R — EndK(M), ap f(a):= fa’
Fiara,b& R und x € M gilt

f(a+b)(x) = fa+b(x)
= (a+b)ex
=a*Xx + bex
= fa(x) + fb(x)
= (fa + fb)(x)
= (f(a) + f(b))(x)
Weil x € M beliebig gewdhlt wurde, folgt
f(a+b) =f(a) + f(b) fur a,b € R.
Weiter ist
f(asb)(x) = fa-b(x)
= (asb)ex
= a'(b‘X)
=f (f, ()
= (f_*f )()
= (f(a)°f(b))(x),
also
f(a<b) = f(a)of(b) fur a, b € R
SchlieBlich ist
f(H)(x) =1,
= 1'X
=X
also
f(1) = Id.

Wir haben gezeigt, f ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
3. Schritt. Beweis des verbleibenden Teils der Behauptung.

Seien x EM und ¢ € EndK(M). Weil M halbeinfach ist, gibt es eine Zerlegung in eine
direkte Summe

M=Rex®N
mit einem Teilmodul N. Sei

M — Rex (C M)
die Projektion auf den ersten direkten Summanden. Als R-lineare Abbildung liegt  in
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neK= EndR(M).

Weil ¢ eine K-lineare Abbildung ist, gilt
ox) = p(r(x)) (7 ist die Projektion auf den direkten Summanden Rex)

= (mex)
= mte(X) (f ist K-linear und wE€K)
= 1u(¢(x))
€ Rex.
Also gibt es ein aER mit aex = ¢(x).
QED.
Bemerkung

Der Dichte-Satz verallgemeinert die Aussage des obigen Lemma auf den Fall von
endlich vielen vorgegebenen x.

3.3.2 Satz 1: Dichtesatz von Jacobson
Seien R ein Ring, M ein halbeinfacher R-Modul, K = EndR(M),

q)EEndK(M),
ein K-linearer Endomorphismus von M und
m,,..m €M
1 n

endlich viele Elemente. Dann gibt es ein &R mit

q)(mi) = oc-mi furi=1,..,n.
Beweis. Wir betrachten die durch ¢ auf einer direkten Summe von n Exemplaren von
M induzierte Abbildung:

o™ MM MW (x L x ) b (O )X ).
Wir setzen
e (n) =
K’: EndR(M ) = Matn(K).

Der Isomorphismus rechts ist der von Bemerkung 3.1.3 (i). Die Operation von K’ auf
X

1
M™ wird dadurch zu einer Art Matrizen-Multiplikation: fur EEK’ und x = ... | € M®
*n
ist
n
( 2 E10( o \
a=1
Ell Sé12 séln
X1 % .
g X
Eex = M(E)ex = 21 °22 2n |o ... | = =1 200 @ , M(§) = (Elj) e K,
e e e e Xn N
Enl En2 ’ Enn n
2 Enaxoc

Nach Definition von (])(n) ist
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oM () =

= a (¢ ist K-linear und Eij €K)

ox))
000
Enl En2 & "
=M©)-™00

=g oM.

nn

Wir haben gezeigt, q>(“) ist eine K’-lineare Abbildng, d.h. es gilt
o™ ek

Mit M ist auch M(™ ein halbeinfacher R-Modul. Nach Lemma 3.3.1 gibt es ein o €R
mit

M
¢(“)(m) =oem furm :=
m
n
d.h.
¢(m,) orem
q)(mn) :_)0L°mn

d.h.
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q)(mi) = aem, furi=1,...,n
QED.

3.3.3 Folgerung 1: Satz von Burnside

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

RC Endk(V)
eine k-Teilalgebra. Falls V ein einfacher R-Modul ist, so gilt R = End.k(V).
Beweis. 1. Schritt. K:= EndR(V) =k.
Weil R eine k-Algebra ist, d.h. k = k-lR

Multiplikation mit Elementen aus k einen Homomorphismus von Ringen mit 1:
Zumindest haben wir einen Homomorphismus von Ringen mit,

k — K= EndR(V), cCh fC , (D)

liegt im Zentrum von R, definiert die

mit
fC(V) =cevfurveyv,

denn fur c€k, r ER, vE V gilt
fc(r-v) =Cerev

=recev (R isteine k-Algebra, d.h. k = k-lR liegt im Zentrum von R)
=rf (V)
d.h. fC ist R-linear fur jedes ¢ € k. Wir konnen k mit seinem Bild in K identifizieren,

k C K.

Weil die Elemente von K lineare Abbildungen tiber R sind, kommutiert jedes Element
von k mit jedem Element von K.

Weil V als R-Modul einfach ist, ist
K= EndR(V) ein Schiefkorper

(nach dem Lemma von Schur 3.1.5). Sei jetzt
ae K.

Dann ist k[a] nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1 (weil K als Schiefkorper keine
Nullteiler besitzt und o mit sich selbst kommutiert). Weiter gilt

K= EndR(V) C Endk(V)
(wegen k C R ist jede R-lineare Abbildung auch k-linear). Deshalb ist K als k-linearer
Unterraum von Endk(V) von endlicher Dimension uiber k. Dasselbe gilt auch fur k[a],

d.h k[a] ist eine endliche Korpererweiterung. Weil k algebraisch abgeschlossen ist,

folgt k[a] =k, also a€k. Wir haben gezeigt K = k.
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2. Schritt. Beweis der Behauptung: R = Endk(V).
Sei A € Endk(V). Wir haben zu zeigen A € R. Nach dem ersten Schritt gilt k = K, d.h.

es ist auch

Ae EndK(V).

Sei

V.,..,v €V
1 n

eine Basis von V uiber k. Nach dem Dichtesatz 3.3.2 gibt es ein a€R C Endk(V) mit
A(Vi) = OL'Vi furi=1,...,n.

Da die Operation der k-linearen Abbildungen A, o: V— V auf V durch deren Werte in
den Elementen einer Basis vollstandig festgelegt ist, gilt

A=a€&R.
QED.

3.3.4 Die Operation multiplikativer Monoide G C GL(V)

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

G C GL(V)
ein multiplikatives Teilmonoid*® der allgemeinen linearen Gruppe von V. Ein G-
invarianter Unterraum von V ist ein k-linearer Unterraum W C V mit

o(W) C W fir jedes 0E€G.

Der Vektorraum V heifit G-einfach, wenn es auch 0 und V selbst keinen G-invarianten
Unterraum von V gibt.
Sei

R :=k[G]

die k-Teilalgebra von End.k(V), welche von G erzeugt wird.

Bemerkungen
(1) Weil G ein Monoid ist (d.h. g’,g” € G = g’+g”€Q), besteht k[G] gerade aus den
k-Linearkombinationen der Elemente von G,
k[G] = {01-01+ e cr-or [ ci € k, ,oi e G, r=1,2,3,..}.
(i)  Ein k-linearer Unterraum von V ist genau dann G-invariant, wenn er k[G]-

invariant ist.
(iii) Der Vektorraum V ist genau dann G-einfach, wenn er als k[G]-Modul einfach ist.

 Ein Monoid ist eine Menge S zusammen mit einer assoziativen Abbildung S x S — S, welche in S

ein 1-Element besitzt. Die Bedingung an G bedeutet also, die Muliplikation in GL(V) fuhrt nicht aus G
heraus und die identische Abbildung liegt in G.
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3.3.5 Folgerung 2

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

G C GL(V)
ein (multiplikatives) Teilmonoid. Ist V ein G-einfacher Vektorraum, so gilt
k[G] = Endk(V).

Beweis. Dies ist lediglich eine Umformulierte Variante des Satzes von Burnside (vgl.
3.3.3) unter Verwendung der in 3.3.4 eingefuhrten Terminologie.
QED.

3.3.6 Vorbemerkungen

(1) Auch in den Fallen, in denen k nicht algebraisch abgeschlossen ist, kann man
gewissen Ergebnisse formulieren. Seien allgemein A ein Ring und M ein einfacher A-
Modul. Wie wir gesehen haben ist dann

EndR(M)

ein Schiefkorper, den wir mit D bezeichnen werden, und M ein Vektorraum uiber D.
(i1) Seien R ein Ring und M ein beliebiger R-Modul. Wir sagen dann, M ist ein
treuer Modul, wenn der Annullator des Moduls trivial ist

AnnA M) := {aEA | asM =0} ist gleich {0}.

(i11))  In den Anwendungen wird M ein Vektorraum uber einem Korper k sein, und
wir werden von einem Ring-Homomorphismus

R— Endk(M)

Gebrauch machen. Durch diesen Ring-Homomorphismus wird M zu einem R-Modul,
der genau dann treu ist, wenn dieser Homomorphismus injektiv ist.

3.3.7 Folgerung 3: Satz von Wedderburn

Seien R ein Ring und M ein einfacher treuer R-Modul. Wir nehmen an, M ist endlich-
dimensional als Vektorraum tiber dem Schiefkorper (vgl. das Lemma von Schur 3.1.5)
D= EndR(M).

Dann giltR = EndD(M).

Beweis. Sei {Vl, s Vn} eine Vektorraum-Basis von M tiber D. Fiur ein gegebenes
Element A € EndD(M) gibt es dann nach 3.3.2 (Satz 1) ein Element o &R mit

A(Vi) = oz-vi fari=1,..,n.
Als D-lineare Endomorphismen von M, welche dieselben Werte in den Elementen einer
D-Vektorraum-Basis haben, sind A und o damit gleich.Die Abbildung®'
R— EndD(M), aB fa’ mit fa(x) = aex,

*Fira€R, ¢€D = EndR(M) und x € M ist
fa(q)-x) = a*P(x) = Pp(ax) (¢ ist R-linear)
= q)-fa(x).
Damit ist fa eine D-lineare Abbildung, d.h. die Abbildung a fa ist wohldefiniert. Es

ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1: fur a, b € R und x € M gilt
fa(fb(x)) =asbex = fa-b(x)
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ist surjektiv. Sie ist injektiv, weil M ein treuer R-Modul ist.,
QED.

3.4 Halbeinfache Ringe

3.4.1 Definitionen
Ein Ring R heif3t halbeinfach, wenn R als linker Modul uiber sich selbst halbeinfach ist

und 1 # O ist.

Ein linkes Ideal von des Rings R heif3t einfach, wenn es als linker R-Modul einfach ist.
Zwei linke Ideale von R heiflen isomorph, wenn sie als linke R-Moduln isomorph sind.
Sei R ein halbeinfacher Ring. Eine Familie

{Zi}iEI
vonn linken Idealen von R heif3t Reprisentantensystem fur die Isomorphie-Klassen
einfacher linker Ideale von R, wenn folgende Bedingungen erfullt sind.

1. Jedes Zi ist als linker R-Modul einfach.

2. Keine zwei éi sind als linke R-Moduln isomorph.

3. Jedes einfache linke Ideal von R ist als R-Modul isomorph zu einem Zi'

Ein Ring R heif3t einfach, wenn er halbeinfach ist und je zwei einfache Linksideale von
R isomorph sind.

Bemerkung
Seien R ein halbeinfacher Ring und {Zi}i oI eine Familie von einfachen Linksidealen mit

R=73¢. .
i€l
Dann ist jeder einfache R-Modul isomorph zu einem der éi' Ist R insbesondere einfach,

so gibt es bis auf Isomorphie nur einen einfachen R-Modul.

Beweis.Seien M ein einfacher R-Modul und x € M - {0}. Dann ist die R-lineare
Abbildung

o:R— M, 1 rex,
nicht identisch Null. Weil M einfach ist, ist ¢ surjektiv. Nicht jedes der einfachen
Linksideale Zi liegt im Kern von ¢. Sie Zi eines dieser Ideale, die nicht im Kern von ¢

liegen. Dann ist die Einschrankung von ¢ auf Zi’
i

nicht identisch 0. Weil éi und M einfach sind, ist ¢ ein Isomorphismus. Deshalb gilt
M= Zi.
QED.

3.4.2 Proposition 1: Moduln uber halbeinfachen Ringen

Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann ist jeder R-Modul halbeinfach.

Beweis. Jeder R-Modul ist Faktor-Modul eines freien R-Moduls. Nach 3.2.3 reicht es
zu zeigen, dafB} freie R-Moduln halbeinfach sind. Nach 3.2.2 ist das aber der Fall.
QED.
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3.4.3 Lemma: Produkte von einfachen Idealen und Moduln
Seien R ein halbeinfacher Ring, ¢ ein einfaches linkes Ideal von R und M ein einfacher
R-Modul. Dann gilt
¢-M=0,
falls ¢ und M als R-Moduln nicht isomorph sind.

Beweis. Das Produkt £+M ist ein Teilmodul von M, also gleich 0 oder gleich M.
Angenommen, es gilt

(-M=M.
Dann gibt es ein Element m € M mit

¢-m = 0.
Weil £+m ein Teilmodul von M ist, gilt

{om=M.

Die Abbildung
({ — M, X > X°m,

ist eine surjektive R-lineare Abbildung. Weil ¢ ein einfaches Ideal von R ist, muB sein
Kern trivial sein. Die Abbildung

¢ — M, X xem,

ist somit ein Isomorphismus.
QED.

3.4.4 Satz 2: Die Struktur der halbeinfachen Ringe

Sei R ein halbeinfacher Ring. Ein Reprasentantensystem fur die Isomorphie-Klassen
einfacher linker Ideale fur den Ring R besteht aus nur endliche vielen Linksidealen,

sagen wir
(., ...¢
S

Furi=1,...,s sei

die Summe aller zu Zi isomorphen Ideale. Dann ist Ri ein zweiseitiges Ideal von R und

gleichzeitig ein Ring, dessen Operationen gerade die Einschrankungen der
entsprechenden Operationen von R auf Ri sind. Der Ring R ist isomorph zum direkten

Produkt der Ri ,
S =
H Ri — R, (Xl,...,XS) [ X1+... + Xs'

=1
Jedes Ri ist ein einfacher Ring. Ist e das Einselement von Ri’ so ist das Einselement

22

von R gerade die Summe der €.

l=e.+...+e€,
1 S

und es gilt
R.=Ree. =¢e.°R
i i1

und

22 Die Abbildung ist ein Isomorphismus von Ringen mit 1, wobei die Operationen links
koordinatenweise definiert sind.
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e.furi=j
e =41
1] 10 sonst
Beweis. 1. Schritt. Darstellung von R als Summe der Ri'
Sei
{Zi}iEI

ein Reprasentantensystem fur die Isomorphie-Klassen einfacher linker Ideale fur den
halbeinfachen Ring R. Wie oben angegeben sei

Ri = Y/
(=

1
fur jedes i € I die Summe aller zu éi isomorphen einfachen Ideale von R. Aus Lemma
3.4.3 folgt
R{RJ.:Ofﬁri # j. (1)

Diese Tatsache werden wir im folgenden standig verwenden.
Als halbeinfacher Ring ist R die Summe seiner einfachern linken Ideale ist, d.h. es gilt

R=Y% Ri : (2)
i€l
dabei ist jedes Ri ein Linksideal von R.

2. Schritt. Jedes Ri ist ein zweiseitiges Ideal.

Als Summe von linken Idealen ist Ri ein Linksideal. Weiter gilt
Rj C RJ.-R (wegen 1 ER)
C Rj-Rj (nach Lemma 3.4.3)
CR. (weil Rj linkes Ideal ist)

Insbesondere ist R. auch ein rechtes Ideal.

3. Schritt. Die Index-Menge I ist endlich, sagen wir I = {1,...,s}. Die Zerlegung des
R-Moduls R in eine Summe der Ri’

S

S
= = @
R ElRi i=1Ri ’

ist direkt. Fur jedes 1 ist Ri = R-ei
Wegen (2) und 1 €R gilt

1= Ye. mite €ER..
i i i
i€l
Diese Summe ist endlich, d.h. fast alle ei sind gleich Null. Wir konnen o.B.d.A.

annehmen,

el,..., eS sind ungleich 0O, alle anderen ei sind O,

und

1= el+...+ e 3)

Sei x € R. Wir schreiben x in der Gestalt
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x= Y x. mitx. ER..
i i i
i€l
Dann gilt
e.X =¢e.X.
J 1]
(wegen ejxi € Rj-Ri =0 nach (i)) und
X.=1eX.=¢€_*X.+...4+ € *X. =¢€.*X. = ¢€.*X @

N s ]
Insbesondere ist Xj durch x und ej eindeutigt bestimmt. Auf3erdem ist

X=1lex=¢€ X +...4+ € X
1 S

=e "X  Fote X (5)

=X, +..+ X .
1 S

Da dies fur jedes x € R gilt, folgt I = {1,...,s}, d.h. I ist endlich. Weil die Summanden
X, der Zerlegung eines beliebigen Elements x in eine Summe

X=X, +...+4 X mit x. ER.
1 S 1 1

eindeutig bestimmt sind, ist die Summe
S

S
= —_— @
R ElRi i=1Ri

direkt. Wegen (1) gilt
Ree. =R.ee. C_R..
i1 i
Die Inklusion rechts besteht dabei, weil Ri ein zweisetiges Ideal ist. Wegen (5) gilt

S S
R = ElR.ei - ElRi = R.
Es gilt also das Gleichheitszeichen. Weil die Zerlegung von R in eine Summe der Ri
direkt ist, folgt
R-ei = Ri fur jedes i.

Dieselbe Rechnung mit vertauscher Reihenfolge der Faktoren zeigt
ei-R = Ri fur jedes 1.

4. Schritt. R ist gerade das direkte Produkt der Ri' Jedes Ri ist ein Ring mit 1.

Wegen (1) gilt
ei’ej =0 furi # j. (6)

Wegen
e et e =1

1
=11
= (el+...+ es)-( el+...+ es)

= e%+...+ eg (nach (6))
und der Direktheit der Summenzerlegung (2) folgt
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ei = ei

Fur je zwei Elemente von R, sagen wir

X=X ot X und y = Y et Y mit X Y S Ri
gilt

Xy = (x1+...+ xs)-( yy et ys)

=Xy et X ey (wegen (1)

e

S
d.h. Addition und Mulitplikation werden in Y, Ri =,

i=1 !
R ist das direkte Produkt der Ri’ Fur y = 1 erhalten wir aus 1ex = x = xe1 fur die j-ten

; koordinatenweise ausgeflihrt.

Koordinaten
e.*X. = X. =X.°€. ,

J ]
d.h. ej spielt die Rolle des Einselements in Rj und Rj ist ein Ring mit 1.
5. Schritt. Ri ist einfach.

Nach Definition ist Ri Summe einfacher Linksideale, die alle isomorph zu Zi' Deshalb

ist jeder einfache Ri-Modul isomorph zu Zi 1. die Bemerkung von 3.4.1 und ihr

Beweis). Als ist Ri einfach.

3.4.5 Satz 3: die Struktur der Moduln halbeinfacher Ringe

Sei R ein halbeinfacher Ring und M # 0 ein R-Modul. Dann gilt mit den
Bezeichnungen von 3.4.4 (Satz 2)
S S

M= @ R.M= @e.M
i=1 1 i=11

Der R-Teilmodul Ri-M = eiM von M ist dabei gerade die Summe aller einfachen R-
Teilmoduln von M, welche isomorph sind zu Zi.

Beweis. Sei Mi die Summe aller einfachen Teilmoduln von M, welche zu éi isomorph

sind. Ist N C M ein einfacher Teilmodul von M, so gilt
N=R-N=Ri-N (1)

fur ein 1 € I. Das erste Gleichheitszeichen gilt wegen 1 € R, das zweite wegen
S
R= Y R.

1)
j=1
zusammen mit Lemma 3.4.3 und weil eines der Produkte Rj *N ungleich O sein muB.

Wire N nicht isomorph zu Zi SO ware Ri-N =0 nach Lemma 3.4.3. Mit (1) ist also
{.=N.
i

Zusammen erhalten wir fur jeden einfachen R-Modul
N fiar N=¢,

RN = {
1 0 sonst
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Weil M als halbeinfacher R-Modul die Summe seiner einfachen Moduln ist, folgt
Ri-M = Mi'

und
S S
M=RM=(}Y RJ.)-M =3 RJ.-M

J=1 J=1
Wegen Rj = R-ej = ej-R ist

R.-M=¢e..ReM =¢.-M.
J J J

Zusammen ist also

S S
M= 3 ReM= 3 e.-M

=1 =1
Wegen
e.furi=j
e.*c. ={ !
1 J 10 sonst

sind die Summen direkt.

QED.
3.5 Einfache Ringe

3.5.1 Endomorphismen von R sind Linkstranslationen

Seien R ein Ring und wEEndR(R) ein R-linearer Endomorphismus des R-Moduls R.

Dann gibt es ein Element &R mit
P(x) = xea fur jedes x € R.
Bewelis. Fur jedes x € R ist
P&) =P(xe1) = xyp(D).

Die Aussage ist richtig mit o :=(1).
QED.

3.5.2 Satz 4: Eigenschaften von einfachen Ringen

Sei R ein einfacher Ring. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1) R ist eine endliche direkte Summe von einfachen Linksidealen.
(1) R besitzt auler O und R keine zweiseitigen Ideale.

(iii)  Sind €’ und €” zwei einfache Linksideale von R, so gibt es ein a€R mit
¢ =0 -o.
(iv)  Fur jedes einfache Linksideal £ von R gilt
¢-R=R.
Beweis. Zu (i). Weil R nach Definition ein halbeinfacher Ring ist, ist R eine direkte
Summe von einfachen Linksidealen, sagen wir

R= @¢..
ierd
Wir konnen dann das Einselement als endliche Summe von Elementen aus den Zj

schreiben, sagen wir
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m
1= 3 B. mit B.€C. - {0}.
Z1 ) ] ]
J_
Es gilt
m m
R=R:l= @®Rp.= D¢..
J:l J J:l _]
Das rechte Gleichheitszeichen gilt wegen
ReB.=¢(.,
6J J

denn es gilt BJEZJ. , Zj ist ein einfaches Linksideal und Re Bj ein von 0 verschiedener

Teilmodul.

Zu (iii). Seien ¢’ und ¢” zwei einfache Linksideal von R. Weil R ein einfacher Ring ist,
sind sie isomorph als R-Modul. Sei

ol —¢

ein R-linearer Isomorphismus. Weil R als Modul uiber sich selbst halbeinfach ist, ist 0
ein direkter Summand von R, sagen wir

R={®N.
Sei
TR —C, xXy) B X,
die Projektion auf den ersten direkten Summanden. Dies ist eine R-lineare Surjektion.
Die Zusammensetzung mit dem Isomorphismus o,

oom: R — €7 (CR)
konnen wir als R-linearen Endomorphismus R — R ansehen. Nach 3.5.1 gibt es ein
aE€ER mit
(o°m)(x) = xea fur jedes x € R.
Nach Definition ist die Einschrankung von mt auf ¢’ die identische Abbildung. Deshalb
ist die Einschriankung von oeom auf ¢ gerade der Isomorphismus o. Insbesondere ist

oenly. : ¢ — 07, x b (0°m)(X) = X*01,

nicht identisch Null. Als R-lineare Abbildung zwischen einfachen R-Moduln ist dies ein
Isomorphismus, d.h. es ist
¢ =0 -o.

Zu (iv). Nach (iii) liegt in £+R jedes einfache Linksideal von R, also auch die Summe
dieser einfachen Ringsideale, also auch R.

Zu (ii). Sei I C R ein von 0 verschiedenes zweiseitiges Ideal. Dann gibt es ein
einfaches Linksideal £ von R, welches ganz in I liegt

(C 1.
(vgl.Bemerkung 3.2.2 (i1)). Weil I ein zweiseitigen Ideal ist, gilt nach (iv)
R=¢(-R CICR,
alsoI = R.
QED.

3.5.3 Folgerung: Treue der einfachen Moduln

Seien R ein einfacher Ring, ¢ ein einfaches Linksideal von R und M ein einfacher R-
Modul. Dann gilt

¢-M=M
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und M ist ein treuer R-Modul.
Beweis. Nach 3.5.2 gilt

¢*M ={+(R*M) = ({*R)*M = R+M = M.
Sei aER ein Element mit
a*M =0.
Dann gilt
0 =Rea*M = Rea*R*M.
Nun ist ReaR ein zweiseitigen Ideal von R, d.h. Rea*R ist gleich R oder gleich 0. Der
erste Fall kann nicht eintreten, denn dann wire 0 = R«M = M, im Widerspruch dazu,
daB M ein einfacher R-Modul sein soll. Also gilt ReaieR = 0. Insbesondere ist
a=0.

Wir haben gezeigt, jeder einfache R-Modul ist treu.
QED.

3.5.4 Satz 5 (Satz von Rieffel)
Seien R ein Ring, der auer O und R keine zweiseitigen Ideale besizt,

¢{CR

ein von 0 verschiedenes linkes Ideal von R und
R’ := EndR(Z), R” := EndR,(Z).
Dann ist die naturlichen Abbildung
MR—R” ap fa,

mit fa(x) = ax ein [somorphismus.
Beweis. Der Kern von A ist ein echtes zweiseitiges Ideal von R, also 0. Deshalb ist A
injektiv.
Weil £+R ein von 0 verschiedenes zweiseitiges Ideal ist, gilt £sR =R, also

ME)*MR) = MR). (1)
Fur beliebige x,y € € und f € R” gilt
f(xy) = f(x)y, (2)

denn die Multiplikation von rechts mit y € ¢ ist ein R-linearer Endomorphismus von ¢,

und f kommutiert als Element von R” mit solchen Endomorphismen. Die Identitat (2)
konnen wir auch in der folgenden Gestalt schreiben

fOMX)(y) = Mf(x))(y) fur alle x, y € € und alle fER”
d.h.

fol(x) = Mfex) fur x E€ und f ER”.
d.h. R”\(¢) C M(¢). Damit ist M(¢) ein linkes Ideal von R”. Damit gilt

R” =R”*MR) (wegen 1 €R)
=R”*M{l)*MR) (wegen (1))
=M0)*MR) (weil M(¢) ein Linksideal ist)
=AMR) (wegen (1)).
Damit ist auch die Surjektivitat von A bewiesen.
QED.
Bemerkungen

(1)  Istder Ring R in 3.5.4 halbeinfach, so ist fur R die Zahl der einfachen direkten
Faktoren Ri gleich 1 (vgl. 3.4.4 Satz 2), d.h. R ist ein einfacher Ring.
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(i) Ist auBerdem auch € ein einfaches Linksideal, so ist R’ ein Schiefkorper und R
bekommt die Gestalt eines Endomorphismen-Rings eines endlich-dimensionalen
Vektorraums uiber diesem Korper. Der nachfolgende Satz ist eine Art Umkehrung
dieser Aussage.

3.5.5 Satz 6: Matrizen-Algebren sind einfach
Seien D ein Schiefkorper, V eine endlich-dimensionaler D-Vektorraum und

R = EndD(V).
Dann ist R ein einfacher Ring und V ist ein einfacher R-Modul. Auflerdem gilt
D= EndR(V).

Beweis. 1. Schritt. V ist ein treuer und einfacher R-Modul.
SeivE V - {0}. Der Vektor v ist ein Teil einer D-Vektorraum-Basis von V.

Insbesondere gibt es fur jedes w € V eine D-lineare Abbildung
aER= EndD(V)
mit ou(v) = w. Damit enthalt V keinen R-invarianten Unterraum aufler O und V selbst.
Mit anderen Worten, V ist als R-Modul einfach.
Ist aER ein Element aus dem Annullator von V in R, so gilt au(v) = 0 fur jedes v€ V,

d.h. a ist die 0-Abbildung, d.h. das 0-Element von R. Der R-Modul V ist somit treu.
2. Schritt. R ist ein einfacher Ring.
Sei

Vl,...,Vm eV
eine D-Vektorraum-Basis von V. Dann ist die Abbildung
R— VI, 0 b (@(v ), alv ),
von R in die m-fache direkte Summe von V ist injektiv und R-linear. Fur jedes
(Wl""’wm) e V(m)

gibt es ein o ER mit oc(vi) =W, fur alle i. Die Abbildung ist ein R-linearer

Isomorphismus. Als R-Modul uiber sich selbst ist R eine direkte Summe von
Exemplaren des einfachen R-Moduls V. Damit ist R halbeinfach, und da bis auf
Isomorphie nur ein einfacher R-Modul (ndmlich V) in der direkten Summe vorkommt
ist R ein einfacher Ring.

3. Schritt. D = EndR(V).

Der Vektorraum V ist als D-Modul halbeinfach (weil V direkte Summe eindimensionaler
Unterraume ist und 1-dimensionale D-Vektorraume als D-Moduln einfach sind). Wir
konnen deshalb den Dichtesatz 3.3.2 anwenden (mit R und D vertauscht): fur

cpEEndR(V) und v € V-{0}
gibt es ein a € D mit @(v) = aev.
Seiw € V. Es gibtdannein fER = EndD(V) mit f(v) = w, also
p(w)  =o(f(v))

= f(p(v)) (¢ ist R-linear und f € R)
= f(av) (nach Wahl von a)

=a+f(v) feR= EndD(V) ist D-linear und a€D)
=a°w (nach Wahl von f).
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Da dies fur jedes w € V gilt, ist ¢ = fa gerade die Multiplikation mit a von links, d.h.
jedes vorgegebene ¢ aus EndR(V) liegt im Bild der natuirlichen Abbildung

D— EndR(V), aB f{:1 , mit fa(x) = ax.

Die naturliche Abbildung ist surjektiv. Sie ist injektiv weil sie nicht identisch O ist und D
als Schiefkorper keine zweiseitigen Ideale au3er O und D besitzt.
QED.

3.5.6 Satz 7: Die Zahl der Linksideale in einer Zerlegung von Matm(k)

Seien k ein Korper, V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum,

m := dimk A/

und
R := Endk(V).

Dann ist R ein k-Vektorraum der Dimension

dimk R= m2.
AuBlerdem ist m die Zahl der einfachen Linksideale, die in einer Zerlegung von R in eine
direkte Summe solcher Ideale auftritt.

Beweis. Der Raum der k-linearen Endomorphismen von V 146t sich mit dem Raum der
nxn-Matrizen mit Eintragen aus k identifizieren, d.h. es gilt

dimk R = m2.

Auf der anderen Seite ist R also R-Modul isomorph zu einer m-fachen direkten Summe

v(m) yon Exemplaren von V (vgl. 2.Schritt im Beweis von 3.5.5 Satz 6). Der
verbleibende Teil der Behauptung ergibt sich aus der Eindeutigkeitsaussage von 3.1.6
Proposition 2.

QED.

3.5.7 Eine explizite Zerleung von Matm(k) in Linksideale

In der Terminologie von 3.1 ist die Zahl m von 3.5.6 Satz 7 gerade die Lange des Rings
R

Wir konnen
R= Endk(V)
mit Hilfe einer Basis von V mit dem Matrizenring
Matm(k)

identifizieren. In diesem Fall konnen wir als einfache Linksideale Zi i=1,..m)die

Ideale verwenden, deren Matrizen nur in der i-ten Spalte von O verschiedene Eintrage
besitzen.
Wir sehen unmittelbar, daf3 R die direkte Summe der m Spalten ist.

3.5.7 Das Zentrum eines vollen Matrizen-Rings
Kommutiert die Matrix A € Matm(k) mit allen anderen Matrizen von Matm(k), so ist A

eine Skalar-Matrix.
Beweis. Seien V=k" und R = Endk(V). Dann konnen wir die Matrix A als R-linearen

Endomorphismus von V betrachten. Nach 3.5.5 Satz 6 (mit D = k) liegt jeder solche
Endomorphismus in k.
QED.
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Bemerkung
Der Beweis dieser Aussage durch direktes Rechnen ist auch nicht schwer.

4 Partitionen und Stratifikationen topologischer Raume

Frei nach

Abschnitt 28. Partitions and stratifications, auf den Seiten 52 - 54
https://stacks.math.columbia.edu/download/topology.pdf
(download 20-12-02)

Stratifikationen konnen auf viele verschiedene Weisen definiert werden. Wir wiirden

uns uber Kommentare zur Wahl der Definitionen in diesem Abschnitt freuen.

4.1 Definition: Partitionen und deren Verfeinerungen

Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Z C X heif}t lokal abgeschlossen, wenn

es fur jeden Punkt z € Z eine in X offene Umgebung U von z gibt mit U(")Z
abgeschlossen in U.

Eine Partition von X ist eine Zerlegung
X=V._X.
el 1

in paarweise disjunkte lokal abgeschlossene Teilmengen Xi' Die Mengen Xi heiflen

Teile der Partition. Eine Verfeinerung der Partition ist eine Partition
X= \/j a1 Yj
von X, die jedes Xi eine Vereinigung gewisser Mengen Yj ist.

Bemerkungen
(1)  Seien X ein topologischer Raum und Z eine Teilmenge von X. Dann sind
folgende Aussagen Aquivalent.*®

2 B8l 1. Trivial, denn X = U(F ist abgeschlossen in U.
1 Bl 2. Weil Z lokal abgeschlosssen ist, gibt es fur jeden Punkt z € Z eine offene Umgebung U von z
z

in X mit
U () Z abgeschlossen in U .
zZ z
Wir setzen
U:= U.
UZEZ z
Dies ist eine offene Teilmenge von X mit
ZzC U.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
Z ist abgeschlossen in U.
Sei

x € U Beruthrungspunkt von Z.

Wegen x € U gibt es ein z € Z mit

xeU.

z
Weil sich jede offene Umgebung von x mit Z schneidet, gilt dies auch fur jede offene Umgebung von x,
welche ganz in U liegt. Fur jede ganz in U liegende offene Umgebung V von x gilt also
VA Z
VN Z#3,

also auch
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. Z ist lokal abgeschlossen in X.

2. Z =U(F mit U offen in X und F abgeschlossen in X.

(1) Jeder topologische Raum X besitzt eine Partition in dessen
Zusammenhangskomponenten.

(1) Hat X endlich vielen irreduzible Komponenten Z _, ..., Zr so hat X eine Partition

1’
mit den Teilen

Xp=Migr %
wobei der Index I alle Teilmengen von {1,..., r} durchlduft. Diese Partition ist
eine Verfeinerung der Partition von X in Zusammenhangskomponenten.

4.2 Definiton: gute Stratifikationen

Sei X ein topologischer Raum. Eine gute Stratifikation von X ist eine Partition
X=Vier% M

mit der Eigenschaft, daf3 fur beliebige 1, j € I die folgende Implikation besteht.
gﬂ%#@:gg%.

Bemerkungen
(1)  Ist (1) eine gute Partition, so kann man auf I eine Halbordnung < einfithren mit
iqﬁgg%
fur beliebige i, j € I. Es gilt dann
Xj = Uisj Xi'
(i) Inder algebraischen Geometrie treten oft Partition X = \/i oI Xi mit
halbgeordneten Index-Mengen I auf, fur welche nur eine Inklusion

X.CU. . X.
] i<j i
besteht. Das fuhrt zu nachfolgenden Defintion 4.3.

Beweis der Identitat von Bemerkung (i). Auf Grund der Definition der Halbordnung
von I besteht die Inklusion

UM§Q%
Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei

X € )_(J C X.
Weil X von den Mengen Xi uberdeck wird, gibt es ein 1 € I mit
X E Xi N )_(J
Weil (1) eine gute Stratifikation sein soll, folgt Xi C )_(j. Auf Grund der Definition der

Halbordnung auf I ist dann i < j, also

xexﬁjﬁzxﬁgL%gxd

VAUNZ) #3
z
(wegen V C U ). Mit anderen Worten x ist ein Berithrungspunkt von U ()Z (betrachtet als Teilmenge
z z
von U ). Nach Wahlt von U ist U ()Z abgeschlossen in U , d.h. es gilt x € U(")Z, also erst recht
z zZ z z

X EZ.
Wir haben gezeigt, jeder Punkt von U, welcher Z beriihrt, liegt in Z, d.h. Z ist abgeschlossen in U.
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Damit besteht auch die umgekehrte Inklusion.
QED.

4.3 Definition: Stratifikationen
Sei X ein topologischer Raum. Eine Stratifikation von X ist eine Partition

X=Viar %
von X mit einer halbgeordneten Index-Menge I, wobei fur jedes j €I die Inklusion
Xj - Uisj Xi'
besteht.
Bemerkungen

Oftmal betrachten wir Stratifikation, fur welche zusitzliche Bedingungen erfullt sind.

Zum Beispiel sind Stratifikationen besonders interessant, wenn sie lokal endlich sind.
Das bedeutet, jeder Punkt besitzt eine Umgebung, welche sich nur mit endlich vielen

Teilen der Stratifikation schneidet. Wir fuhren deshalb eine formale Definition dieses

Begriffs ein.

4.4 Definition: Lokal endliche Familien von Teilmengen
Sei X ein topologischer Raum. Eine Familie {Ei}i o von Teilmengen Ei C X heiBit

lokal endlich, wenn es fur jeden Punkt x € X eine Umgebung U von x gibt, fur welche
die Menge

(ENENU = 2}

endlich ist.

4.5 Bemerkung: eine Charakterisierung der lokal endlichen
Stratifiktionen

(1)  Seien X ein topologischer Raum und

X=Vier %
eine lokal endliche Stratifiktion von X. Fur jedes i € I setzen wir
2= Ujsi
Dann sind die folgenden Bedingungen erfullt.
1. X= Ui - Zi'
2. Zi ist abgeschlossen in X fur jedes 1 € 1.
3 Z,M Zj =Uai und ksj 2y

Die Familie {Zi}i a1 ist lokal endlich, falls es fur jedes i€l nur endlich viele jEI

gibt miti<j.

(i)  Fur jede halbgeordnete Menge I und jede lokal endliche Familie {Zi}i 1 Von
Teilmengen von X, welchen den Bedingungen 1- 3 von Bemerkung (i) genugt, ist
eine lokal endliche Stratifikation von X mit den Teilen

X =2y Uj<i Z;
definiert.
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Beweis. Zu (i). Bedingung 3 ist erfullt. Nach Definition der Zi gilt
=N as<i & B<j (Xam XB)
Weil die Xi paarweise disjunkt sind, folgt

Zimzj :masi&asj X

d.h. es bestehen die Identititen von Bedingung 3.
Bedingung 2 ist erfullt. Sei x ein Berithrungspunkt von Zi' Weil die Stratifikation lokal

b

endlich ist, gibt es eine Umgebung U von x, die sich mit nur endlich vielen X.

schneidet, sagen wir nur mit Xi ,...,Xi . Falls x kein Beruhrungspunkt eines der Xi
1 r v
ist, konnen wir U so verkleinern, daf es sich mit diesem Xi nicht mehr schneidet. Wir
v
konnen also annehmen,
x ist Bertthrungspunkt von Xi furv =1,....,r.
Y
Weil x Berithrungspunkt von Zi ist, schneidet sich U mit Zi’ also mit einem X. , fur

welches j < 1ist. Da sich U nur mit Xi ,...,Xi schneidet, mufy Xj mit einer der Mengen
1 r
Xi ubereinstimmen, d.h.
v

es gibt ein v mit iV <i.
Fur dieses iv gilt
X S )_(i (x ist Beruhrungpunkt von Xi )
v v

C Uj < Xj (die X(x bilden eine Stratifikation von X)
Y

C Ujsi Xj (wegen i = i)
= Zi (nach Definition von Zi)
Wir haben gezeigt, jeder Beruhrungspunkt von Zi liegt in Zi’ d.h. Zi ist abgeschlossen.

Bedingung 1 ist erfullt.
Es gilt

X 2Ug7
QDUi a1 Xi (nach Definition von Zi)

=X (die Xi sind die Teile einer Stratifikation von X).

Damit gilt uberall das Gleichheitszeichen, d.h. Bedingugn 1 ist erfullt.
Es gilt auch der zweite Teil der Aussage von (i). Wir nehmen an, fur jedes i€l gibt es

nur endlich viele jEI gibt mit i < j, und haben zu zeigen, daf} die Familie {Zi}i oI lokal
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endlich ist. Sei ein Punkt x € X vorgegeben. Wei die Familie {Xi}i oI lokal endlich ist,

gibt es eine Umgebung U von x, die sich nur mit endlich vielen Xi schneidet, sagen wir
{iell UﬁXi # )= {il,...,ir}.

Sei jetzt 1 € I derart, dafl
UﬁZi # D
gilt. Nach Definition von Zi schneidet sich dann U mit einem Xj’ fur welches j < i gilt.

Dann ist aber j eines der iv’ d.h. es gilt
iV <ifureinv € {1,...,r}.

Nach Voraussetzung gibt es aber nur endlich viele i € I, fur welche letztere Bedingung
erfullt ist. Deshalb ist die Familie {Zi}i oI lokal endlich.

Zu (i1). Auf Grund von Bedinung 1 gibt es fur jedes x € X eini € I mit x € Zi' Unter
allen Indizes i €E I mit x € Zi gibt es einen minimalen, denn andernfalls ware die Familie

{Zi}i oI nicht lokal endlich. Ist i € I ein solcher minimaler Index, so ist

XEZ1 UJ<1 ; Xi'

Weil es fur jedes x € X einen solchen Index 1 gibt, gilt
X=Ug X M
Weil die Zi auf Grund von Bedingung 2 abgeschlossen sind, sind die Xi lokal

abgeschlossen (nach Definition). Fur je zwei verschiedene Indizes i, j € I gilt

XiﬂXj =2-U,_.z)Nz-U

(nach Definition der X )
b 7B ﬁ Y
-2,NZ,- <u .z uuB<J N
= U U U Z ) (nach Bedingung 3)

ysigrsi o<
Kein ZY mit y < 1oder y < j hat mit dieser Differenz Punkte gemeinsam. Deshalb gilt

X. () X. .

il ] UY =idey=j
Weil i und j verschieden sein sollen, ist die Vereinigung rechts leer, d.h. es gilt
X, N Xj = @ fur i und j verschieden.
Damit ist (1) eine Partition. Wir haben noch zu zeigen,
X. & Ujsi Xj ) (2)

denn dann definieren die Xi eine Stratifikation, welche lokal endlich ist wegen Xi - Zi
und der lokalen Endlichkeit der Familie {Zi}i oI

Sei x € )_(i. Falls x sogar in Xi’ liegt x trivialerweise in der rechten Seite von (2). Wir

konnen also annehmen,
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X E )_(i - Xi
Nach Definition von Xi gilt X. g Z. , und weil Z. abgeschlossen ist,
z,Cx,UU,42)
also
Xi - Xi C Uj<i Zj'

Deshalb gibtes in j<imitx € Zj. Weil die Familie {Zi}i oI lokal endlich ist, gibt es

unter allen j E I mitj<iund x € Zj ein minimales. Fur ein solches minimales j gilt

Z U :
o<j oc J
Wegen j <1 liegt damit x in der Verelmgung der rechten Seite von (2). Damit ist (2)
bewiesen, und (1) ist wie behauptet eine lokal endliche Stratifikation.

QED.

4.6 Verfeinerung endlicher Partitionen zu Stratifikationen

Seien X ein topologischer Raum und X = \/i oI Xi eine endliche Partition von X. Dann

gibt es eine endliche Stratifikation von X, welche diese Partition verfeinert.
Beweis. Wir setzen

T.:=X. und A. :=X. - X..
i i i i i

Sei S die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen der Gestalt Ti und Ai. Dann

ist
S={Z }OLEJ
eine endliche Menge von abgeschlossenen Teilmengen von X mit
ZaﬂZB € S fur beliebige o,EJ (1)

Insbesondere sind alle Ti und alle Ai Elemente von S.

Wir fuhren auf der Index-Menge J wie folgt eine Halbordnung ein,

asﬁézagzﬁ, (2)
und setzen fur jedes aEJ,
Ya = Zoc - U|3<a ZB.
Zeigen wir, es gilt
X= UOLEJ Ya )

Die Inklusion “20” besteht trivialerweise. Wir haben zu zeigen, es gilt “C”. Sei

x € X.

Weil die Xi eine Partition von X bilden, liegt x in einem Xi' Da die )_(i zur Familie der

Za gehoren, liegt X in einem Za. Unter allen o €J mit x € Z(x gibt es ein minimales
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(weil die Index-Menge J endlich ist). Ist a ein solcher minimaler Index, so gilt x € Yoc

(nach Definition von Yoc)' Damit ist (3) bewiesen.

Zeigen wir, (3) ist eine Partition. Die Ya sind lokal abgeschlossen, weil die Za

abgeschlossen sind. Fur je zwei verschiedene o’, o” € J gilt
Yaa ﬂ Ya” = (Za’ - U|3<a7 ZB) ﬂ (Za” - UY<a” Z,Y)

=Za’ﬂ Za”_(U ’ZB UDU'Y<G.” ZY)
Wegen (1) ist der Durchschnitt

<o

26 = Zaam Za”
ein Element von S und fur den Index 0 gilt, weil o’ und a” verschieden sind,
zusammen mit (2):

d<a’undd<a”.

Damit liegt aber Z vollstandig in der Menge, welche von Za,ﬂ Za,, abgezogen wird,

0
d.h. es ist

Ya,ﬂYa,,=®fura # o’

Die Mengen Ya sind paarweise disjunkt. Wir haben gezeigt, (3) ist eine Partition.

Zeigen wir als nachstes, dal} die Partition (3) eine Stratifikation ist, d.h.
Vo C U Vg 4)
Sei
x€Y .
a

Nach Definition von Ya und weil Zoc abgeschlossen ist, gilt

xXe”Z .
o
Unter allen pEI mitf=aund x EZ B gibt es ein minimales (weil die Index-Menge J
endlich ist). Sei f ein solches minimales Element von J. Nach Definition von YB gilt
dann auch
xeyY,.
p
Wegen 3 < a liegt damit x auch in der rechten Seite von (4). Wir haben damit (4)
bewiesen, und damit auch, daf3 (3) eine Stratifikation ist.
Zeigen wir als néachstes,
2o = U[ssa YB )
Fur f < a gilt
Y B Cz B (nach Definition von Y B)
Cz (wegen P =< o und (2)).
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Deshalb besteht anstelle von (5) zumindest die Inklusion “_0”. Wir haben zu zeigen,
daB auch “C” gilt. Sei
xXe”Z .
a

Weil die Indexmenge J endlich ist, gibt es unter den fEl mit f <o und x EZ, ein

B

minimales. Fur dieses minimale f} ist x € Y, (nach Definition von Y ;). Wegen <

B p

liegt damit der Punkt x in der Vereinigung auf der rechten Seie von (5).

Wir haben noch zu zeigen,

die Partition (3) verfeinert die gegebene Partition mit den Teilen Xi'

Dazu haben wir zu zeigen, jedes Ya liegt vollstandig in einem Xi' Nach Definition von

Y undZ gilt
a a
Yoz C Zoc = Xi ﬂﬂXl ﬂ(Xj - Xj )ﬂ...ﬂ(Xj -Xj )
1 r 1 1 S S
Wir konnen dabei annehmen,
{11,....,1r}={1€IIZa;Xi} (6)
und
{ipiy={i€11Z CXX} (7)
Sei
xXey .
o

Weil die Xi eine Partition von X bilden, gibt es ein i € I mit
x € X..
1

Wegen x & )_(i - Xi ist i von allen j\/ verschieden,

P (e - ®)
AuBerdem liegt i in der Menge der iv’

1€ {11"""1r}’ )
denn andernfalls ware Za _¢_ )_(i (nach (6)), also Zaﬂ )_(i eine Menge der Gestalt

ZB=ZaﬂXimlt|3<oc

(wegen (1) und (2)). Wegen x € Z[3 kann dann aber x nicht in Yoc liegen (nach
Definition von Yoc)' Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von x. Es gilt also (8) und

(9). Wegen (9) gilt

Y C7 X. (10)
o o 1

IN

und wegen (8) erhalten wir

Wire
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Y CX.-X.
o 1 1

so wiirde gelten

Ya - Zaﬂ(Xi-Xi) =7, mitp <a,

im Widerspruch zur Definition von Yoc' Es folgt
Yagt_xi-xi. (11)

Nach (5) ist )_(i—Xi Vereinigung von gewissen Y[S’ wobei Ya unter diesen Y[:’) nicht

B

vorkommt (wegen (11)). Nun sind aber die YY paarweise disjunkt, denn sie sind die

Teile einer Stratifikation. Dann gilt aber sogar
Y, N ()‘(i-xi) =Q.

Zusammen mit (10) folgt Yoc C Xi , wie behauptet.
QED.

4.7 Verfeinerung konstruktiver Vereinigungen
Sei X ein topologischer Raum, welcher Vereinigung von endlich vielen konstruktiven
Mengen ist, sagen wir

X = TIU"'UTn mit Ti konstruktiv.

Dann gibt es eine endliche Stratifikation
X=V._X.
1€l 1

mit Xi konstruktiv derart, da} jedes Tj eine Vereinigung von Strata Xi ist.

Definitionen
Seien X ein topologischer Raum. Der topologische Raum X heif3t quasi-kompakt, wenn
Jjede offene Uberdeckung von X eine endliche Verfeinerung besitzt. Eine stetige

Abbildung f: X—Y heillt quasi-kompakt, wenn das vollstandige Urbild 1(V) jeder
quasi-kompakten offenen Teilmenge V C Y quasi-kompakt ist. Eine Teilmenge Z C X

heift retrokompakt, wenn die natuirliche Einbettung Z & X quasi-kompakt ist. Eine

Teilmenge E von X heift konstruktiv in X, wenn sie eine endliche Vereinigung von
Mengen der Gestalt

UM X-V)
ist mit U und V offen und retrokompakt in X. Die Menge E heif3t lokal konstruktiv in
X, wenn es eine offene Uberdeckung X = (U Vi gibt mit E(WVi konstruktiv in Vi fur

jedes i.

Bemerkungen

(1)  Endliche Vereinigungen von konstruktiven Teilmengen sind konstruktive
Teilmengen.

(i)  Endliche Durchschnitte von konstruktiven Teilmengen sind konstruktive
Teilmengen.

(i111)) Das Komplement einer konstruktiven Teilmenge ist eine konstruktive Teilmenge.
Beweis der Bemerkungen.

Zu (1). Die Aussage folgt unmittelbar aus der Definition der konstruktiven Menge.

Zu (i1). Es reicht zu zeigen, der Durchschniit von zwei konstruktiven Teilmengen ist
Konstruktiv. Seien zwei konstruktive Teilmengen gegeben, sagen wir

X.=U, NEV.H)U..UWU . N KV i=12

in(i)
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mit Uij und Vij offen und retrokompakt in X fur alle i und j. Es gilt

_y Dy m2)
X, NX, = U IV (Uilﬂ(X—Vil)ﬂszﬂ(X—ij))

() )
== Uit U1 (U N U NGV UV)

Es reicht zu zeigen, die Mengen
Uilm sz und ViIUVjZ
sind retrokompakt und offen. Offen sind sie trivialerweise. Damit reicht es zu zeigen,

UMV und UYV

sind retrokompakt fur je zwei retrokompakte und offene Mengen U und V. Wir miissen
also zeigen, fur jede quasi-kompate offene Teilmenge W von X sind

UMVMW und (UUV)MW
quasikompakt.

Weil U retrokompakt ist, ist U)W offen und quasikompakt.. Weil V retrokompakt ist,
ist damit auch

VA UMW) =UNVAW
quasi-kompakt.
Weil U und V retrokompakt sind, sind U( )W und V(W quasikompakt. Dann ist aber
auch die Vereinigung

UuNw) U (vw) = tUvV)Mw
quasi-kompakt.
Zu (iii). Sei eine konstruktive Menge gegeben, sagen wir,

Y:=U,NEV)YU..UU NEV))
mit Ui und Vi retrokompakt und offen. Wir haben zu zeigen X-Y ist konstruktiv. Es gilt

XY =X-(U,NXV)U..UU N XV
= Mizg X- (U, N (X-V))
=Nz X-U) U (X -(X-V))

=Nis; X-U) UV,
Weil die Ui und Vi retrokompakt und offen sind, ist X-Y konstruktiv.

QED.
Beweis des Satzes 4.7. Nach Definition sind konstruktive Teilmengen endliche
Vereinigungen von Mengen der Gestalt”

U () (X-V)
mit U, V offen und retrocompakt in X. Wir konnen deshalb annehmen,
Ti = Uiﬂ(X—Vi) furi=1,...,n
mit Ui’ Vi offen und retrokompakt in X fur jedes i. Sei

S
die endliche Menge der abgeschlossenen Mengen
(X-U), (X-V))

zusammen mit allen endlichen Durchschnitten dieser Mengen (welche ebenfalls
abgeschlossen sind). Wir schreiben S in der Gestalt
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5= {ZOL}OLEJ
mit einer endlichen Index-Menge. Dann gilt:
I. Za ist abgeschlossen fur jedes a&J. (nach Definition von S)
2. Za ist konstruktiv fur jedes aEJ. (nach Bemerkung (ii))
3. Za,ﬂZa,, € S fur beliebige o, ” €J.  (nach Definition von S). (1)

Wir definieren auf der Index-Menge J eine Halbordnung < durch
="z C7Z, (2)
(o} o
und setzen
Ya = Za - U[3<G ZB.
Wie im Beweis von 4.6 ergibt sich, da} die Ya eine Stratifikation bilden:

Zeigen wir, es gilt

X= UOLEJ Yoc 3)
Die Inklusion “_0” besteht trivialerweise. Wir haben zu zeigen, es gilt “C”. Sei
x € X.

Weil die Ti den Raum X uiberdecken, liegt x in einem Ti' Da jedes Ti in einer der
Mengen von S liegt, liegt x in einem Z(x' Unter allen a€J mit x € Za gibt es ein

minimales (weil die Index-Menge J endlich ist). Ist a ein solcher minimaler Index, so

giltx € Yoc (nach Definition von Y(x)' Damit ist (3) bewiesen.

Zeigen wir, (3) ist eine Partition. Die Ya sind lokal abgeschlossen, weil die Za

abgeschlossen sind. Fur je zwei verschiedene o’, o” € J gilt
Ya’ m Ya” = (Zaa - UB<(1, ZB) m (Zan - U,Y<a” ZY)

= Za’m Za” - (Uﬁ<a’ ZB UDUY<(}.” ZY )
Wegen (1) ist der Durchschnitt
26 = Za,ﬂ Z(x”
ein Element von S und fur den Index 0 gilt, weil o’ und o verschieden sind,

zusammen mit (2):
d<a’und d<a”.

Damit liegt aber Z vollstandig in der Menge, welche von Za,ﬂ Za” abgezogen wird,

0
d.h. es ist

Ya,ﬂYa,,:qur(x #Z .

Die Mengen Ya sind paarweise disjunkt. Wir haben gezeigt, (3) ist eine Partition.

Zeigen wir als nachstes, daf} die Partition (3) eine Stratifikation ist, d.h.
Y, CUp Vg 4)
Sei
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XE?OL.

Nach Definition von Ya und weil Zoc abgeschlossen ist, gilt
XEZ .
o

Unter allen BEI mit § = oo und x € Z, gibt es ein minimales (weil die Index-Menge J

B

endlich ist). Sei B ein solches minimales Element von J. Nach Definition von Y , gilt

B

dann auch

xeyY,.
B

Wegen 3 < a liegt damit x auch in der rechten Seite von (4). Wir haben damit (4)
bewiesen, und damit auch, daf3 (3) eine Stratifikation ist.

Zeigen wir als néachstes,

Z,=Upoo g )
Fur f = a gilt
Y B Cz B (nach Definition von Y B)
C Zoz (wegen P =< o und (2)).

Deshalb in (5) zumindest die Inklusion “_0”. Wir haben zu zeigen, daB auch “C” gilt.
Sei

xe”Z .
a

Weil die Indexmenge J endlich ist, gibt es unter den fEl mit f < o und x EZ, ein

B

minimales. Fur dieses minimale f ist x € Y, (nach Definition von Y ;). Wegen § < a

B p

liegt damit der Punkt x in der Vereinigung auf der rechten Seie von (5).
Wir haben noch zu zeigen,
Jedes Ti ist eine Vereinigung von Mengen der Gestalt Ya'

Weil die Ti den Raum X uiberdecken, reicht es zu zeigen, dal fur a€J und i€l die
folgende Implikation besteht.

TAY #T=Y CT.

i o o i
Sei
X E TimYoc'
Wir haben zu zeigen Yoc - Ti' Nach Definition von Ya und Za gilt
Y(x - Z(x = (X-Ui )ﬂ...ﬂ(X-Ui )ﬂ(X—Vj )ﬂ...ﬂ(X—VJ. )

1 r 1 S
Wir konnen dabei annehmen,

{il,....,ir}:{iEIIZag X-Ui} (6)

und
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{ipdy ={i€11Z_ CX-V.} (7
Nach Wahl von x gilt insbesondere
X € Ti = Ui N (X—Vi).

Wegen x € Ui ist 1 von allen iv verschieden,

i {il""’ir}' &)

AuBerdem liegt i in der Menge der jv’

1€ {jl,....,js}, )
denn andernfalls ware Z(x _¢_ X—Vi (nach (7)), also Zaﬂ (X—Vi) eine Menge der

Gestalt

Zg= Z N (X-V) mitp <

(wegen (1) und (2)). Wegen x € Z, kann dann aber x nicht in Yoc liegen (nach

B

Definition von Ya)' Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von x. Es gilt neben (8)
auch (9). Wegen (9) und (7) gilt

Y, C Z, C (X-Vy) (10)
und wegen (8) und (6) erhalten wir
z, L XU
Wire
Y CX-U
so wiirde gelten
Ya C Zaﬂ(X-Ui) = Z[3 mit f < a,

im Widerspruch zur Definition von Ya' Es folgt

Y, Z X-U.. (11)
Nach (5) ist X-Ui Vereinigung von gewissen Yf” wobei Yoz unter diesen YB nicht
vorkommt (wegen (11)). Nun sind aber die YY paarweise disjunkt, denn sie sind die

Teile einer Stratifikation. Deshalb gilt sogar
Y, NXU)=2,
also
Y CX-X-U)=U.
o 1 i

Zusammen mit (10) folgt Ya C Uiﬂ(X—Vi) = Ti , wie behauptet.
QED.

4.8 Verfeinerung zu guten Stratifikationen

Sei X ein Noetherscher topologischer Raum. Dann kann jede endliche Partition von X
zu einer endlichen guten Stratifikation verfeinert werden.
Beweis. Sei

X=Vier %
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eine endliche Partition. Wir fixieren eine irreduzible Komponente Z von X. Wegen
X=Uier X
gilt
Z=U;g 2NX,
Rechts steht eine endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von X. Weil Z
irreduzibel ist, gibt es ein i mit Z = Zﬂ)_(i, also
zgir
Weil Xi lokal abgeschlossen ist, ist Xi offen in )_(i, also
ZﬁXioffeninZﬁ)_(i =Z.

Indem wir von X die von Z verschiedenen Komponenten von X abziehen, erhalten wir
eine nicht-leere offene Teilmenge Z’ von X, welche ganz in Z liegt. Der Durchschnitt

Z’(WZ(-]Xi ist offen in Z’, also offen in X.

Damit enthélt Z () Xi eine offene Teilmenge von X, sagen wir

U C X offen und U C ZﬂXi.
Wir betrachten die folgende Partition von Xi ,
X.=UV X-1 V X-2
1 1 1
mit
Xll :=(Xi—U)ﬂI_J
2 —
X{ = ((Xi -U) () (X-U).
zusammen mit der folgenden Partition von Xi’ fur alle i” # 1,
X., = Xl, \/ XQ;
1 1 1
mit
Xila = Xl’ mﬁ
2

X=X, N (X-0).

Weil die Xi eine Partition von X bilden, bilden Xl1 und X12 zusammen mit den Xil 5, X12,

eine Partition von

X-U=V Xlé (1)

Die Menge X-U ist abgeschlossen in X und echt kleiner als X. Wir wenden noethersche
Induktion an und erhalten eine endliche gute Stratifikation
X-U=V T
aEA o

welche die Partition (1) verfeinert. Nach Konstruktion bilden U und Xil zusammen mit

1 . ) —
den Xi’ eine Partion von U,

— 1 1
U—U\/Xi vi’#iXi"
Damit ist
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X=U\/\/OLEATO(

eine gute Stratifikation von X, welche die vorgegebene Partition mit den Xi als Teilen

verfeinert.
QED.

5 Einige Erganzungen zur algebraischen Geometrie

Die nachfolgenden Ausfuhrungen geben im wesentlichen den Text des ersten Kapitels
des ersten Teils des Lehrbuchs von Schafarevich [2] wieder (dem russischen Original
von [1]). Die Herangehensweise betont sehr viel starker den geometrischen Aspekt des
Gegenstandes als die im ersten Kapitel von Springer. Der Text enthélt einige einfache
und recht interessante Anwendungen der klassischen algebraischen Geoemetrie, die in
Beziehung stehen zu den “groBen” modernen Themen der Disziplin (wie den Modul-
Raumen).

Die im Buch von Springer nur sehr knapp behandelten Begriffe der Dimension und des
nicht-singuldren Punkts werden im Buch von Schafarevich sehr viel sorgfaltiger
motiviert und sehr viel ausfuhrlicher untersucht.

Bitte erwédgen Sie, anstelle dieser Ausfuhrungen das Original (bzw. dessen englische
Ubersetzung) zu lesen, und auf diesen Text nur zuzugreifen, wenn Sie Hilfe brauchen.

Der Inhalt von 5.x entspricht dem Paragraph x von Kapitel I von Teil I im Buch von
Schafarevich. Der Inhalt von 5.x.y entspricht dem Abschnitt y von Paragraph x in
Kapitel I des ersten Teils des Buchs von Schafarevich.

5.3 Rationale Funktionen

5.3.1 Irreduzible Mengen

(a) Definition (irreduzible abgeschlossene Menge)

Eine abgeschlossene Menge X heif3it reduzibel, wenn es echte abgeschlossene
Teilmengen

X CX, XCX
gibt mit X = X’UX”. Andernfalls heifit X irreduzibel.

(b) Theorem 1

Jede abgeschlossene Menge ist Vereinigung endlich vieler irreduzibler.
Beweis. Angenommen, die Aussage ist falsch fur die abgeschlossene Menge X. Dann

gibt es echte abgeschlossene Teilmengen X1 und X’1 mit

X = X1 ux’ I
Fur eine dieser Teilmengen muf} die Aussage des Theorems ebenfalls falsch sein, sonst

wire sie fur X nicht falsch, sagen wir fur Xl' Es gibt also eine echte Teilmenge X1 von

X, fur die die Aussage des Satzes ebenfalls falsch ist. Wir wiederholen die
Argumentation und erhalten eine echt absteigende Folge von abgeschlossenen Mengen

XDXIDXZD...,

fur die die Behauptung falsch ist. Fur die Folge der zugehorigen Ideal besteht die
umgekehrte Inklusion,

(1) I(X) CI(X,) CI(X,) C ...
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Zunéchst gilt nur ‘C°. Aus den Idealen kann man aber durch Ubergang zu den
Nullstellenmengen, die Xi wiedergewinnen,

VaX)) =X.,

d.h. die Inklusionen miissen echt sein.

Eine unendliche aufsteigende Kette (1) von aufsteigenden Idealen in k[T] ist ber nicht
moglich, da Polynomringe Noethersch sind.

QED.

(b) Charakterisierung der Irreduzibilitdt

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge X C A" sind aquivalent.
(i) Xistirreduzibel.
(i)  k[X] ist nullteilerfrei.
(iii) I(X) ist ein Primideal.
Beweis. (ii)e (iii). Gilt wegen k[X] = k[T]/I(X).
(iii) = (i). Angenommen, X wire nicht irreduzibel,
X=X"UX" (1)
Da alle beteiligten Mengen durch Polynome definiert sind, gibt es dann ein Polynom,
das auf X’ identisch Null ist, aber nicht auf X",

el(X’) - [(X7),
und analog ein
el(x”) - I[(X).
Dann sind f” und £ erst recht nicht auf ganz X identisch Null,
. { I(X).
Nach Konstruktion ist es aber ihr Produkt,
f-£7el(X)
im Widerspruch zur Annahme (iii).
(1) = (i1). Angenommen, k[X] besitzt Nullteiler. Dann gibt es Polynome f,g€k[T],
deren Einschrankung auf X nicht Null ist, wohl aber die Einschrankung des Produkts,

Xavg

X dV(g)

X C V(fg) = V(HUV(g).
Wir setzen

X’ :=XNV()

X7 :=XNV(g)

Dann sind X’ und X” echte Teilmengen von X mit X’UX” = X, im Widerspruch zur

Annahme (1).
QED.

(¢) Theorem 3
Das direkte Produkt irreduzibler abgeschlossener Menge ist irreduzibel.
Beweis. Seien X und Y irreduzibel. Angenommen XxY ist es nicht,

XxY =2UZ". (1)
Dann ist fur jedes x€X die Menge {x}xY isomorph zu Y also irreduzibel. Wegen (1)
gilt

{x}xY = ({x}xYNZ’) U {x}xYNZ")
und wegen der Irreduzibilitit muf {x}xY ganz in einer der beiden Mengen rechts
liegen, d.h. es gilt
{x}xY C Z’ oder {x}xY C Z".
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Wir setzen
X ={xeX1{x}xYC 7z}
X7 ={xeX | {x}xYCZ"}
Nach Konstruktion gilt
X =XUX".
Es reicht zu zeigen, die Mengen X’ und X” sind abgeschlossen, denn dies ergibt den
gewiinschten Widerspruch zur Irreduzibilitit von X.

Abgeschlossenheit von X’. Fur jedes yEY betrachten wir die Menge
Xy ={xeXIXyEeZ}

Es gilt
Xy x {y} = Xx{y}NZ’.

Deshalb ist Xy x {y} abgeschlossen, d.h. durch Polynome definiert. Dann gilt aber

dasselbe fur Xy , d.h. auch Xy ist abgeschlossen®!. Wegen
X = ﬂy ey Xy
Ist damit auch X’ abgeschlossen.

Die Abgeschlossenheit von X ergiebt sich aus Symmetriegriinden.
QED.

5.3.2 Rationale Funktionen

(a) Definition (rationale Funktion auf einer irreduziblen abgeschlossenen
Menge)

Sei X eine irreduzible abgeschlossene Menge im A™. Dann heiBt der Quotientenkorper
des Integritatbereiches k[X] auch Korper der rationalen Funktionen von X und wird mit

k(X) := Q(k[X])

bezeichnet. Seine Elemente heilen rationale Funktionen auf X. Dies sind Quotienten
r= émit f,g€k([X], g = 0.

Wir schreiben im folgenden
r= é auf X mit Polynomen f,g€K[T], g & I(X).

Dabei sind zwei solche Briiche
, r ’

r==undr’ ==
g

genau dann als gleich auf X anzusehen, wenn gilt
r=raufX e fg’=1"g auf X & ’-g” - g’ € I(X).
Bemerkung

Dies ist die Aquivalenzrelation die wir fur die Beschreibung des Funktionenkorpers in
5.1.7 bereits verwendet haben.

(b) k(X) als Faktorring

O, =" {él f.o€K[T] | ¢ & 1(X)} = K[X]

X I(X)

# Sind (f (T°,T”)) definierende Gleichungen fur X x {y}, so bilden die f.(T’,y) definierende Gleichungen
i y i

fur X .
y

» Genauer miiBte man OAn X schreiben fur den lokalen Ring des A" im Punkt X.
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X
Es gilt dann
k(X) := OX/mX .

£ _n =L — 1[(X)-
= {FE Oy Ily=0} = (€ O IFEIX0} =1X)0

(c) Regulidre Punkte rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion ¢p&k(X) heiflit reguldr im Punkt xEX, wenn man sie in der
folgenden Gestalt schreiben kann.

Q= émit f,g€k[X] und g(x) = 0.

Man sagt auch, die rationale Funktion ¢ ist in diesem Punkt definiert. In dieser Situation

schreibt man auch

- fx)
900 = 5y (€K

und nennt dieses Element Wert von ¢ im Punkt x.

(d) Theorem 4: rationale Funktionen, die in allen Punkten reguldr sind,
sind polynomial

Eine rationale Funktion ¢Ek(X), die in allen Punkten von X regular ist, ist eine regulare
Funktion, d.h. p€k[X].
Beweis. Fur jedes x&X wihlen wir Funktionen fX,gXEk[X] mit

f
X
Q= gauf X und gX(X) = 0.
Sei I das von allen g, erzeugte Ideal,

I:= (gX | xeX)k[X].
Als Faktorring des Noetherschen Rings k[T] ist auch k[X] Noethersch, d.h. I besitzt
ein endliches Erzeugendensystem,

I= (gX s e s ).

1 N

Die Funktionen g, konnen keine gemeinsame Nullstelle (auf X) haben, denn wire x
i

eine solche, so mufite gXEI = (gX ) e ,gX ) als Linearkombination der gX in x Null

1 N 1
sein - im Widerspruch zur Wahl von g, Die gemeinsame Nullstellenmenge der g, ist

i
somit leer. Nach dem Nullstellensatz fur k[ X] ist damit

1€l,
d.h. es gilt
l=ug +.4+u.g
1 X N XN

mit gewissen uiEk[X]. Durch Multiplikation der Identitat mit ¢ erhalten wir wegen ¢ =
f

i
7 d.h. wegen g, = fx.

X. i 1

1

o=uf +..+u.f €Ek[X]
lx1 NXN
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Mit anderen Worten, ¢ ist regular.
QED.

(e) Zum Definitionsbereich rationaler Funktionen, Irreduziblitit und
Durchschnitte offener Mengen

(i)  Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion r = éek(X) ist eine nicht-leere

offene Menge.*
(i) Der gemeinsame Definitionsbereich von endlich vielen rationalen Funktionen ist
ebenfalls offen und nicht leer.”’

Allgemeiner gilt sogar:

(iii) Der Durchschnitt von endlich vielen nicht-leeren offenen Teilmengen U ""’Un

1
einer irreduziblen abgeschlossenen Menge X ist nicht leer.

Nutzliche Tatsache:

(iv) Jede offene Menge UCX ist Vereinigung offener Hauptmengen, d.h. von offenen
Mengen der Gestalt

D(f) = {xeX | f(x) =0 }

9 b

. . f f . . .
(v)  Zwei rationale Funktionen r’ = — und r”’ = —, die auf einer nicht-leeren offenen

Teilmenge ihres gemeinsamen Definitionsbereichs iibereinstimmen, sind gleich als
Elemente von k(X) und damit gleich in allen Punkten ihres gemeinsamen

Definitionsbereiches.
Beweis von (iii). Angenommen der Durchschnitt der Ui ist leer. Wir setzen
X.=X-U..
i i
Dann gilt
X=U Xi'

Weil X irreduzibel ist, gilt X © Xi fur mindestens ein i, d. X = Xi . Dann ist aber Ui=@

im Widerspruch zur Voraussetzung.
Beweis von (iv). Sei x€U. Dann ist X-U eine abgeschlossene Menge, die den Punkt x
nicht enthilt. Also gibt es ein Polynom pEk[T] mit

p = 0 auf X-U aber p(x) = 0.
Mit f := pIX gilt die analoge Aussage fur f, d.h.

D(f) C U und f(x) = 0,

d.h. x € D(f) € U.
Beweis von (v). Sei U eine nicht-leere offene Teilmenge im gemeinsamen
Definitionsbereich von r” und r”’. Dann gilt

(D) (x)g”(x) - ’(x)g’(x) =0 fur alle x€U.

% Sie ist nicht-leer, weil g nicht identisch Null ist auf X, also D(g) = {xE€X | g(x)=0 } im
Definitionsbereicht liegt. Sie ist offen, weil mit g(x) = 0 die analoge Ungleichung auch in einer ganzen
Umgebung von x besteht.

?7 Das Produkt der Nenner der rationalen Funktionen ist eine von Null verschieden Funktion g von
k[X]. Die zugehorige Menge D(g) liegt im Definitionsbereich aller betrachteten rationalen Funktionen.
Die Offenheit ist klar.
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0.B.d.A. sei U eine offene Hauptmenge,

U = D(h).
Dann ist h in allen Punkten Null, in denen die linke Seiten von (1) eventuell nicht Null
ist, d.h.

fe”h? - f’¢’h? = 0 auf X,

also
f fh fh
- gogh ghog "W
Seien jetzt
%:%ink(X)

und ein XX ein Punkt ihres gemeinsamen Definitionsbereiches. Wir konnen

annehmen, f’,g’,f’,¢” sind Polynome mit g’(x)=0 und g”(x)=0. Nach Definition von
k(X) bedeutet die Gleichheit in k(X),

f-g” - g’ € 1(X).

Wegen x€X folgt,
f'(x)g"(x) - f'(x)g’(x) =0,
also
fx) _ &)
g'(x) g"(x)
QED.

5.3.3 Rationale Abbildungen

(a) Rationale Abbildungen mit Werten im affinen Raum

Sei X CA™ eine irreduzible abgeschlossene Menge. Eine rationale Abbildung?®

X--—=Alxp (CPI(X),---,CP(X)H),

ist durch ein n-Tupel rationaler Funktionen auf X gegeben,
cpiEk(X).

(b) Definition (beliebige rationale Abbildungen)

Seien X, Y irrreduzible abgeschlossene Mengen mit Y C A™. Eine rationale Abbildung
P:X === Y, x b (@ %) 0(X) ),

ist durch ein n-Tupel rationaler Funktionen P, auf X gegeben mit der Eigenschaft, daf3

fur jeden Punkt x des gemeinsamen Definitionsbereiches gilt

(1) () 1= (@, (X),. ¢ (X)) € Y.

Liegt x im gemeinsamen Definitionsbereich der @, 5 SO sagt man, die Abbildung ¢ sei

regular im Punkt x.
Die Menge
Im(e) := {@p(x) | @ regular in xEX}
heiflt Bild von .
Bemerkungen

** Genauer eine rationale Abbildung ist eine Abbildung, deren Definitionsbereich eine
offene Teilmenge von X enthélt und deren Koordinatenfunktionen rationale Funktione
auf X sind.



118

(i)  Eine rationale Abbildung auf X ist somit eine Abildung, die auf einer nicht-leeren
offenen Teilmenge von X definiert ist.

(ii) Die Betrachtung von Abbildungen und Funktionen, die nicht in allen Punkten
definiert sind, ist charakteristisch fur die algebraische Geometrie*’.

(iii) Bedingung (1) bedeutet gerade®, die Koordinatenfunktionen ? genuigen als

Elemente des Korpers k(X) den definierenden Gleichungen von Y.

(¢) Die induzierte Abbildung auf den Funktionenkorpern
Sei

X--—=Y,. xp (fl(x),...,fn(x))
eine rationale Abbildung irreduzibler abgeschlossener Mengen. Weiter sei die
Abbildung dominant, d.h. ihr Bild liege dichtin Y,

Im() =Y.
Fur jede regulare Funktion a€k[Y] ist dann
acf: X--—Kk xp oc(fl(x),...,fn(x)),

eine rationale Funktion’' auf X. Die so definierte Abbildung

*:k[Y] — k(X), a » a(fl,...,fn),

ist offensichtlich ein Homomorphismus von k-Algebren. Wir zeigen zunéchst:

Behauptung: Der Homormorphismus f* ist injektiv.

Aus f*(a) = 0 folgt, die regulare Funktion o ist Null auf Im(f). Sei o = pIX mit einem

Polynom p. Dann ist auch p Null auf Im(f), d.h.

_Im(f) S V(p). -
Weil V(p) abgeschlossen ist, folgt Im(f) © V(p), d.h. p ist Null auf Im(f), d.h. o ist
Null auf Im(f) . Wegen Im(f) =Y, folgt a=0 in k[Y].

Die Abbildung f* identifiziert also k[ Y] mit einem Teilring des Korpers k(X). Dann I4B3t
sich aber auch der Quotientenkorper von k[Y] mit einem Teilkorper von k(X)
identifizieren. Anders ausgedrickt, f* induziert einen k-Homomorphismus

f*: k(Y) = kX), o » oc(fl,...,fn),
der ebenfalls mit f* bezeichnet wird. Diese Abbildung heifit wie im Fall der regularen

Abbildungen Verpflanzung entlang f oder auch inverses Bild ng f. Wie im Fall
regularer Abbildungen gilt
(g°h)* =frog*

¥ Es werden Funktionenringe (genauer: -korper) betrachtet, fir welche der gemeinsame
Definitionsbereich aller Funktionen des Rings leer ist.
% Bedingung (1) bedeutet, fur jede definierende Gleichung f von Y ist die rationale Funktion
f(cp1 yeens® )
n
Null auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge U von X (die von f abhangen kann). Nach 1.3.2(e)(v) gilt
dann aber

f(cpl,...,cp ) =0 in k(X).
n
Umgekehrt folgt aus letzterem, dafl Bedingung (1) erfullt ist.

3! Die auftretenden Nenner sind Potenzprodukte der Nenner der f., also Funktionen, die nicht identisch
i

Null sind auf X. Weil a ein Polynom ist, tritt das Problem, welches wir bei der analogen Konstruktion
im Kurvenfall hatten (vgl. 5.1.8), nicht auf.
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fur je zwei rationale dominante Abbildungen f:X—Y und g:Y— Z. Trivialerweise gilt
Id* = Id.

(d) Definition: Birationale Isomorphie
Eine rationale Abbildung
f: X—=Y
von irreduziblen abgeschlossenen Mengen heif3t birationaler Isomorphismus, wenn es
eine Inverse gibt, d.h. eine rationale Abbildung

Y —=X

mit fog = IdY und gef = IdX.

Zwei irreduzible abgeschlossene Mengen X und Y heiflen birational isomorph, wenn es
einen birationalen Isomorphismus f: X— Y gibt.

Eine irreduzible abgeschlossene Menge X heifit rational, wenn sie birational isomorph

zu einem Al ist.

Satz

Zwei irreduzible abgeschlossene Mengen sind genau dann birational isomorph, wenn
ihre rationalen Funktionenkorper isomorph sind uiber k.

Beweis: formal derselbe wie der des Satzes von 5.2.3(g).

(e) Beispiel (Hyperflichen zweiten Grades)
Eine Hyperflache
X: f(Tl""’Tn) =0

zweiten Grades im A ist rational. Der Beweis ist derselbe wie im Fall zweier Variabler.

Man projeziert die Hyperflache aus einem Punkt x€X auf eine Hyperebene, die nicht
durch x geht.

Wichtig: damit die Projektionsstrahlen durch x die Hyperflache ein zweites Mal
schneiden, darf x kein singuldrer Punkt von X sein (z.B. nicht die Spitze eines Kegels),
d.h. es muB3 gelten

% = O fur mindestens ein 1.
1

(f) Beispiel (rationale Fldche 3.Grades)

Wir betrachten die Flache A3
X: X3+y3+z3=1.
Auf dieser liegen verschiedene Geraden, zum Beispiel
g = V(x+y, z-1)

g2 = V(x+py, z-p)

Dabei bezeichne p eine dritte Einheitswurzel. Diese Geraden liegen auf keiner
gemeinsamen Ebene’”. Wir beschreiben jetzt die Konstruktion eines birationalen
Isomorphismus

32 Fur die Gleichung f der Ebene miuiBte nach dem Nullstellensatz gelten
f € (x+y, z-1) und f € (x+py, z-p),
denn die beiden Ideale sind Primideale (die Geraden sind irreduzibel, k[T] ist nullteilerfrei). Es folgt
f=o(x+y) + pr(z-1) = y(x+py) + d:(z-p)
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X — A?
in geometrischer Weise und ersparen uns die Details.
Wir fixieren eine Ebene E C A3 mit
glq Eundgzg E.
Fur jeden Punkt
xeX- (g1 U g2)
gibt es genau eine Gerade ¢ durch x, welche die Geraden g und g5 schneidet’®. Den

Schnittpunkt von ¢ mit der Ebene E bezeichnen wir mit f(x). Die Abbildung
X--—=E xp f(x),
ist der gesuchte birationale Isomorphismus™*.

(g) Theorem 5: Charakterisierung der Ringe k[X] bzw. Korper k(X)

(1) Eine k-Algebra A ist genau dann von der Gestalt k[X] mit einer irreduziblen
abgeschlossenen Menge, wenn sie endlich erzeugt und nullteilerfrei ist.
(i)  Ein Oberkorper K von k ist genau dann von der Gestalt k(X), wenn er endlich
erzeugt ist.
Beweis. Zu (i). Sei A endlich erzeugt tiber k und nullteilerfrei,
A= k[Xl""’Xn]'

Wir betrachten den naturlichen Homomorphismus von k-Algebren
@:k[T] — k[Xl""’Xn]’ Ti a Xi ,

und bezeichnen dessen Kern mit
I :=Ker (¢).
Da Polynomringe Noethersch sind, gilt
I= (fl""’fm) mit fi'

Wir setzen
X = V(fl""’fm)'

Dann gilt
I(X)=41=1

Das zweite Gleichheitszeichen besteht, weil I ein Primideal ist, denn nach Konstruktion
gilt
k[T)/I=A

mit Konstanten a, f3, y, 8. Das zweite Gleichheitszeichen liefert ein lineares homogenes
Gleichungssystem(Koeffizienten-Vergleich fur x, y, z und 1 liefert 4 Gleichungen in den 4
Unbestimmten o, 8, y, 0 ) mit der Koeffizientenmatrix

10-10

10-p0

010-8

0-10 p
Nach Vertauschen der beiden mittleren Spalten zerfallt die Matrix in 2x2-Blocke mit von Null

verschiedener Determinante. Es gibt also nur die triviale Losung und damit keine Ebene, die die Geraden
enthalt.

3 x und g definieren eine Ebene. Die Schnittgerade der beiden Ebenen ist die gesuchte Gerade €.
i
3 Zur Umkehrabbildung. Fir yEE-(g1 ng) gibt es genau eine Gerade ¢ durch y, die beide g schneidet.
i

Da die g. ganz auf X liegen, sind die Schnittpunkte von ¢ mit den g, Punkte von X. Der dritte weitere
i i

Schnittpunkt ist dann f_l(y).
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und A ist nullteilerfrei. Damit ist

k[X] =Kk[T)/I(X) =Kk[T)/1 = A.
Die umgekehrte Implikation ist trivial.
Zu (ii). Die eine Richtung ist trivial, die andere folgt aus (i).
QED.

(h) Theorem 6: Birationale Isomorphie zu den Hyperflichen

Jede irreduzible abgeschlossene Menge ist birational isomorph zu einer Hyperflache.
Beweis. Sei X irreduzible abgeschlossene Menge. Dann ist k(X) endlich erzeugt,
sagen wir

k(X) = k(tl,...,tn)

Sei d die maximale Anzahl algebraisch unabhiangiger Elemente unter den 1;i (aber k). Wir
konnen dann annehmen

tl,...,td

Jedes Element yEk(X) ist dann algebraisch iber k(tl,...,t d), d.h. es genuigt einer

sind algebraisch unabhédngig uber k.

algbraischen Gleichung mit Koeffizienten aus k(t1 O § d)’ d.h. es gibt ein irreduzibles

Polynom
f(Tl""’Td’TdH)Ek[Tl""’Td’Td+1] - {0}
mit
- | f(tl,...,td,y) = 0.
Sei jetzt speziell y =t d+ 1
Behauptung:
of _ ..
(D) a_Tl (Tl""’Td’Td+1) = 0 fur mindestens ein i.

Andernfalls wurde jedes Ti in f nur mit Expontenten vorkommen, die Vielfache der
Charakteristik p von k sind. In diesem Fall ware aber f eine p-te Potenz also nicht
irreduzibel.

Sei jetzt 1 so gewahlt, dal (1) gilt. Dann kommt Ti in f wirklich vor und t ist

algebraisch uber k(tl,... ). Letzterer Korper hat also denselben

Hortivrtden
Transzendenzgrad wie k(tl,...,t d+1) und damit wie k(tl,...,t d). Mit anderen Worten,
die Elemente

t ,....t. ..t ot
177 1-171+1777 d+1
bilden eine Transzendenzbasis von k(X) tiber k.
Mit anderen Worten, wir konnen durch umnummerieren der ti immer erreichen, daf

algebraisch und separabel iber k(t1 yeees

k(tl,...,td+2)
entsteht also aus k(tl,...,t d) durch hinzufugen eines separabel algebraischen Elements

t d+1 t d) ist. Die algebraische Erweiterung

und anschlieBend eines algebraischen Elements. Nach dem Satz vom primitiven Element
ist die Erweiterung einfach, d.h.

k(tl telae ’td+2)
Wir haben damit gezeigt, wir konnen die Anzahl der Erzeugenden des Korpers k(X)
verkleinern, solange diese > d+1 ist. Mit anderen Worten, k(X) wird von d+1

Elementen erzeugt,
k(X) = k(tl,...

= K(t ol y) mit YEK(X).

) mitt_,...,t - algebraisch unabhéngig.

Tatae

'd
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Letzteres bedeutet,

k(X) = k(Tl,...,Td)[ /(F)

Td+1]
mit einem irreduziblen Polynom FEk(Tl,...,T d)[T d+l]. Indem wir mit einer Einheit

von k(T1 . A d) multiplizieren, erreichen wir,

FEk[Tl,...,Td,Td+1].
Da F irreduzibel ist, ist (F) ein Primideal von k[Tl,...,T d,T d+1] und fur die
Hyperflache
H = V(F) C Adt]
gilt

I(H) = V(F) = (F)
Nach Konstruktion gilt damit
k[H] = k[Tl""’Td’TdH]/(F)

also
k(H) = Qk[H]) = k(Tl,...,Td)[Td+1]/(F) = k(X).

Mit anderen Worten, X ist birational isomorph zur Hyperflache H.
QED.

(i) Bemerkungen zum Beweis von (h)
(i) Der Beweis zeigt, daf

k(X) = k(tl,...,td,td+1)
stets eine einfache separabel algebraische Erweiterung des Korpers
k(t,,....,t )
’d

der rationalen Funktionen in d algebraisch unabhingigen Elementen ti ist.

(i)) Nach dem Satz vom primitiven Element kann man die im Beweis konstruierten
erzeugenden ti als Linearkombination mit Koeffizienten aus k von den

urspringlichen Erzeugenden schreiben,

n
t.= Y c.x. mitc.. €k
i =1 ijj i
Die durch diese Formel gegebene lineare Transformation
An — Ad+1

ist eine Projektion des A" parallel zum linearen Unterraum mit den Gleichungen

n
c..x. =0 (i=1,...,d+1).
jzl 1]
Dies liefert eine geometrische Beschreibung der birationalen Transformation,
welche nach Theorem 6 existiert.

5.4 Quasi-projektive Varietaten
5.4.1 Abgeschlossene Mengen im projektiven Raum

(a) Definition: projektiver n-Raum
Den projektiven n-Raum bezeichnen wir mit
n._ n+l _
P = {[XO,...,xn] I (XO,...,xn)Ek {0}}

Dabei sei
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[XO,...,Xn]

die Gerade im kn+1 durch den Ursprung und den Punkt (XO,...,xn), d.h. der vom

Vektor (XO,...,Xn) erzeugte 1-dimensionale Unterraum.

Bezeichnungsweise:
[x] := [XO,...,xn] fur x = (XO,...,Xn)
Es gilt dann
[x] = [y] = x = Ay fur ein A€k - {0}

Die Koordinaten von x heiflen dann auch projektive Koordinaten von [x].

(b) Nullstellen von Polynomen

Sei fEK[S] := k[SO,...,Sn]. Eine Nullstelle von f im P™ ist ein pEIP’n derart, daf} gilt

f(x) = 0 fur alle x mit [x] = p.
Wir schreiben dann auch f(p) = 0.

(¢) Nullstellen und homomgene Komponenten
Sei fEK[S] := k[SO,...,Sn] und
f=f +f + ..+ f mitf homogen vom Grad i.

01 r 1
Dann heif3t fi homogene Komponente des Grades 1 von f. Es gilt

f(XD=0 = 0=f )+ M O+ .. + Af (x) fur alle Ak

= fi(x) =0 fur alle i

d.h. f ist genau dann Null in [x], wenn alle homogenen Komponenten von f in x Null
sind.

(d) Abgeschlossene Mengen im projektiven Raum

Eine abgeschlossene Menge des P! ist definiert als Menge der Gestalt
VM) = {x € P! | f(x) = 0 fur jedes fEM}

mit M C k[S] beliebig.

Bemerkungen

(1)  Wir konnen die Polynome von M stets ersetzen durch die Menge der homogenen
Komponenten der Elemente von M, ohne dal} sich V(M) andert, d.h. wir konnen
annehmen, M ist eine Menge von homogenen Polynomen.

(i))  Wir konnen M durch das von M in k[S] erzeugte Ideal ersetzen, ohne daf sich
V(M) andert, d.h. wir kbnnen annehmen,

M ist ein von homogenen Polynomen erzeugtes Ideal von k[S].

Ein solches Ideal heifst homogenes Ideal von k[S].

(iii)) Da k[S] Noethersch ist, konnen wir aulerdem annehmen, das Ideal von (ii) wird
von endlich vielen homogenen Polynomen erzeugt, d.h. eine abgeschlossene

Menge von P" hat stets die Gestalt
V(F 1,...,Fm) mit Fi homogen.

(e) Das Ideal einer abgeschlossenen Menge

Sei X C P" eine abgeschlossene Teilmenge. Dann heift
I(X) := {fek[S] | f(x) =0 fur alle xEX }
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Ideal von X.
Bemerkungen
@) I(X) ist ein Ideal von k[S] mit folgender Eigenschaft:

() Mit f liegen auch alle homogenen Komponenten von f in I(X).
(i1) Ideale mit der Eigenschaft (*) heilen homogen.

(iii)) Im affinen Fall gilt fur abgeschlossene Mengen X = V(I),
Vi) =3I < 1€l
Die analoge Aussage im projektiven Fall ist etwas komplexer. Bezeichne IS das

Ideal
IS := {fe k[S] | alle homogenen Komponenten des Grades <s von f sind Null}.

Aufgabe: Man zeige, die beiden oben definierten Begriffe der Homogenitdt stimmen
uberein.

(f) Der Nullstellensatz im projektiven Fall
Sei I Ck[S] ein homoges Ideal. Dann sind aquivalent:
(1) v =9
(ii) IS ClIfureins
Beweis. (ii) = (i). Es gilt
S S

V() C V(Is) CV(Sy,....S ) =D.

(1) = (ii). Sei V(I) = . Wir fixieren ein endliches homogenes Erzeugendensystem von

I,
I= (Fl""’Fm)’ Fi homogen.

Dann haben die Fi keine gemeinsame Nullstelle, also auch keine gemeinsame Nullstelle

mit der ersten Koordinate 1. Mit anderen Worten, die affine abgeschlossene Menge
C A" mi = =
V(f .,fm) C A" mit fi(Tl ,...,Tn) Fi( 1 ,T1 ,...,Tn) Fi(l ,T)

=
ist leer.Nach dem Nullstellensatz folgt
m m
1= 2 uifi = 2 ui(T)Fi(l’T)
i=1 i=1
mit gewissen Polynomen uiEk[T]. Wir setzen Ti = Si/SO und multiplizieren mit dem
Hauptnenner (d.h. einer Potenz von SO) und erhalten, eine Potenz von SO ist

Linearkombination der Fi’ sagen wir,

Sg E L
In analoger Weise erhalt man, daf} auch Potenzen der anderen Unbestimmten in I liegen.

Wir konnen durch erhohen der Exponenten einen gemeinsamen Exponenten fur alle
Unbestimmten finden. O.B.d.A. sei also

S."€l fur i = 0,....n.

Ein Potenzprodukt der Si des Grades =m(n+1) ist dann mindestens durch eines der S?l

teilbar und liegt damit in I. Also gilt
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C
Im(n+1) <L

QED.

(g) Zariski-Topologie

Wie im affinen Fall zeigt man, die abgeschlossenen Mengen des P" definieren eine

Topologie. Diese heiBt Zariski-Topologie des P". Die Menge der offenen Mengen wird
wieder mit

T(P")
bezeichnet. Mengen der Gestalt
D(F) = {xEP" | F(x) = 0 }
mit F homogen heiflen offene Hauptmengen. Wie im affinen Fall zeigt man, sie bilden
eine Topologie-Basis fur die Zariski-Topologie™.

(h) Uberdeckung des P" durch affine n-Riume

Fir jeden Punkt [x]EP™ ist mindestens eine projektive Koordinate ungleich Null, d.h.
P = D(S)UD(S )U...UD(S ).

Jede der offenen Mengen D(Si) kann man wie folgt mit dem A" identifizieren.

0 Fie1 M+ *n
s Al — —_ —_
D(Si) A", [xO,...,xn] [N (Xi,..., Xi , Xi y ey Xi)

Als Umkehrabbildung erhélt man
n%
A D(Si) , (XO""’Xi-l’Xi+l""’Xn) (RN (XO""’Xi-l’l’xi+l""’Xn)'

Die Mengen D(Si) betrachtet man deshalb auch als affine offene Untermengen des pm

(i) Uberdeckung projektiver abgeschlossener Mengen durch affine
Sei X C P™ abgeschlossen. Dann ist
U, =XNDGS)

eine offene Teilmenge von X und es gilt

X=U,U..Uu .
0 n

Behauptung: Ui ist fur jedes i1 abgeschlossene Teilmengen des affines Raums D(Si)'

Beweis. Sei
X =V(F,,.,F ).
1 m

Dann gilt
Ui ={[x] | Fj(x) =0 fur alle j, xi=0}

X ) .
={[x] | Fj(X_i) =0 fur alle j, Xi;é()}.

3 Sei UCP" offen und pEU ein Punkt. Dann ist P"-U eine abgeschlossene Teilmenge des P", die den
Punkt p nicht enthilt. Es gibt also ein homogenes Polynom F mit

F(x) = 0 fur alle xEP"-U aber F(p) = 0.
Dann ist aber p€D(F) C U.
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Wie in (h) identifizieren wir D(Si) mit dem A™. Mit

fj(T) = Fj(Tl""’Ti—l’l’Ti+ ,Tn)

1
gilt dann

— n — : N
U = (x€ATI00 =0 furalle j} = V(fj.o.f )
QED.

(j) Abschlieffung affiner abgeschlossener Mengen im projektiven Raum

Sei X = V(I) C A" abgeschlossen, I C k[T] ein Ideal. Wir identifizieren den A™ mit der
offenen Teilmenge

A = D(SO) CP" xallx],

des projektiven Raums und damit X mit einer Teilmenge des P". Sei
X36

die AbschlieBung von X im P". Fur f(Tl,..,Tn)EI ist dann

S S
1 n, .deg f
E(S.....S ) = f(g=.... IS
0 n S 0 S 0

ein homogenes Polynom, welches in allen Punkten von XCP™ Null ist. Dieses
Polynom heif3t Homogenisierung von f. Es gilt

X C V(FIfel)
und damit

X C V(F | fel).
Nach Konstruktion gilt

X =V(FIfel) N Al
Insbesondere ist X eine offene Teilmenge der abgeschlossenen Teilmenge

V(F | fel) C P,

Aufgabe: Man beweise®’, es gilt sogar X = V(F | f€I).

Bemerkung

Bisher haben wir zwei Arten von Objekten betrachtet, affine und projektive
abgeschlossene Menge. Im folgenden wollen wir eine gemeinsame Verallgemeinerung
dieser Objekte betrachten.

3 d.h. der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen des projektiven Raums, die X enthalten.

" Da auf beiden Seiten der Identitit abgeschlossene Mengen stehen, reicht es zu zeigen, jedes homogene
Polynom, das auf der linken Seite identisch Null ist, ist es auch auf der rechten Seite. Sei also F
homogen vom Grad d und identisch Null auf X. Dann ist f(T) = F(1,T) identisch Null auf X, d.h. eine
Potenz von f liegt im Ideal I, sagen wir

felr
Das Polynom f hat einen Grad =d, d.h. die Homogenisierung von f,
S S
fr(s—l,..., S—“)-sgdeg f
0 0

ist unterscheidet sich von F' nur um eine SO-Potenz. Die Homogenisierung ist aber identisch Null auf

V(F | f&l), d.h. F' ist es ebenfalls (als Vielfaches der Homogenisierung). Dann ist aber auch F identisch
Null auf der rechten Seite.
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(k) Quasi-proktive algebraische Varietiten

Eine quasi-projektive algebraische Varietit ist eine offene Teilmenge einer projektiven

abgeschlossenen Menge.

Beispiele:

1. Projektive abgeschlossene Mengen sind quasi-projektiv.

2. Affine abgeschlossene Mengen sind quasi-projektiv (siehe (j)).

Bemerkungen

(i)  Den Begriff der irreduziblen Menge definiert man fur quasi-projektive Mengen
wie im affinen Fall*®.

(1))  Wie im affinen Fall zeigt man, jede quasi-projektive Menge ist Vereinigung von
endlich vielen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen™.

(1) Teilvarietditen

Eine Teilvarietdt einer quasi-projektiven Varietat X ist eine beliebige Teilmenge, die
selbst wieder eine quasi-projektive Varietit ist, d.h. von der Gestalt

Y’ _ Y”
mit abgeschlossenen Teilmengen Y’,Y” von X.

5.4.2 Regulare Funktionen

(a) Regulire Funktionen auf dem p"

Wir begegenen hier einem wichtigen Unterschied zwischen den Funktionen von
homogenen und inhomogenen Koordinaten: eine rationale Funktion von den
homogenen Koordinaten Si ,

P(S,.,....S )

0 n

fS.,....S ) =xc——<—
0 n) QS )

kann nicht automatisch als Funktion eines Punktes [x]€ P% angesehen werden, auch
wenn Q(x) = 0 ist. Denn der Wert von f(x) kann sich andern, wenn man die

Koordinaten von [x] mit einem AEk - {0} multipliziert.
Eine Ausnahme bilden die homogenen Funktionen des Grades 0, d.h.

f= %mit P,Q homogen vom selben Grad

kann als Funktion auf P™ angesehen werden.

(b) Regulire Funktionen auf abgeschlossenen Mengen des P"

Seien X C P" eine quasi-projektive Varietit, x€X ein Punkt und
P

f= Q
mit homogenen Polynomen P,Q vom selben Grad und Q(x) = 0.Dann definiert f in
einer Umgebung von x eine Funktion mit Werten in k,

f: X--—k
Eine solche Funktion heif3t regulér in xEX.

Sie ist dann regulér in allen Punkten einer Umgebung von x.

% irreduzibel = nicht Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen
¥ Andernfalls gibe es eine quasi-projektiv Menge X und eine unendliche echt absteigende Kette von
abgeschlossenen Teilmengen. Diese Teilmengen kommen von abgeschlossenen Teilmengen des

projektiven Raums und liefern eine echt absteigende Kette von Abgeschlossenen Teilmengen im P".
Durch Ubergang zu den Idealen erhalt man wie im affinen Fall einen Widerspruch.
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Eine Funktion f: X — k, die regular in allen Punkten von X ist, heif}t regulare Funktion
von X.

Die Menge aller reguliaren Funktionen auf X wird mit F(OX) oder auch mit OX(X)
bezeichnet™.

Bemerkungen

(i)  Wie bisher ist F(OX) mit den ublichen Operationen eine k-Algebra.

(i)  Wir haben uns dafur zu interessieren, ob dieser Begriff der regularen Funktion im

Fall, da} X eine affine abgeschlossene Menge ist, mit dem bisher verwendeten
ubereinstimmt.

(c) Vergleich der beiden Regularititsbegriffe im affinen Fall
Bei der nachfolgenden Argumentation bedeute ‘regular’ regular im alten Sinne. Seien

X C A" (=D(S,) CP"
eine affine abgeschlossene Menge und f eine regulare Funktion auf X, d.h.
f(x) = p(x) fur alle x&€X
mit einem Polynom pE€k[T]. Fassen wir X als Teilmenge von D(SO) auf, so bekommt

diese Formel fur die Werte von f die Gestalt

Xl X

n d
f([x]) = p(1, PR X—) = P(x)/x
0 0
mit einem homogenen Polynom P des Grades d. Damit ist aber f eine regulare Funktion
im eben definierten Sinne.

Sei jetzt umgekehrt f eine Funktion auf X € D(S O) mit

fur [x]EX mit homogenen Polynomen P,Q des Grades
d:=deg P =deg Q.
Dann gilt
X
d P(—)
XOP(X) B XO

d T X
X9 Q(x) Q)
0
und wenn wir den Punkt als Punkt im affinen Raum auffassen

f(x) = gg—gmit p(x) = P(1,x) und q(x) = Q(1,x).
Mit anderen Worten, wir erhalten eine ‘rationale’ Funktion auf der (nicht-notwendig
irreduziblen) Menge X. Im Fall dal X irreduzibel ist, haben wir in dieser Situation
bereits bewiesen, daf} f regulér ist. vgl. 1.3.2(d). Im allgemeinen Fall muissen wir den

Beweis von 5.3.2(d) etwas abandern. Nach Voraussetzung haben wir fur jeden Punkt
xEX eine offene Umgebung UXQX und regulare Funktionen p, > 4, € k[X] mit q, *

Oauf U und
X

f([x]) =

4 Schafarevich verwendet die Bezeichnung k[X], die wir nur im Fall, daf} X affin ist, verwenden wollen.



129

Py
(D) =—auf U .
a4y X
Wir konnen dabei annehmen, daf3 Ux eine offene Hauptmenge ist,
_41
Ux = D(hX)

mit einer regularen Funktion hXEk[X]. Es folgt
qx-f =P, auf Ux = D(hx)’
also
qX-hX-f = pX-hX auf X.
Wegen xEUX gilt hX(x) = 0, d.h.wir konnen die Darstellung fur f mit hx erweitern und

erhalten wieder eine Darstellung fur f, die fur die Regularitat von f im Punkt x sorgt.
Wir haben gezeigt, wir konnen die Polynome P, und q, in der Darstellung (1) so

wiahlen, daf} auBerdem noch
qX-f =P, auf X

gilt. Wie im Beweis von 5.3.2(d) haben die q, keine gemeinsame Nullstelle auf X und

es gibt endlich viele Punkte Xl""’XN und regulare Funktionen rl""’rIEk[X] mit
N
I= E ri.qx.
1=1 1
Multiplikation mit f liefert,
N

f= E rp, € k[X],
=1 1
d.h. f ist eine reguldre Funktion.
Bemerkungen

(1) Im Gegensatz zur affinen Situation kann es jetzt vorkommen, daf der Ring F(OX)

der reguldren Funktionen ausschlielich aus Konstanten besteht, F(OX) =k.

(1) Im nachfolgenden Abschnitt 1.5 werden wir zeigen, dal dies fur projektive
abgeschlossene Mengen der Fall ist.

(iii) Unmittelbar kann man dies im Fall X = P! sehen. Sei
P

mit homogenen Polynomen desselben Grades d = deg P = deg Q. Wir konnen

annehmen, daB P und Q teilerfremd sind. Dann ist f in allen Punkten x€P" mit
Q(x) = 0 nicht regular*’.
(iv) In anderen Fillen kann sich der Ring F((‘)X) als unerwartet grofl erweisen. Wir

wissen, fur affine abgeschlossene Mengen X ist F((DX) = k[X] endlich erzeugt

* Fur hek[X] mit dem Reprasentanten pEk[X] soll D(h) = D(p)NX sein.
42 Weil das Ideal des IP" das Null-Ideal ist, erhilt man alle anderen Darstellungen fur f durch Erweitern
des Bruches% mit homogenen Polynomen, d.h. auch in den anderen Darstellungen ist der Nenner im

Punkt x gleich Null.
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uber k. Rees und Nagata haben quasi-projektive Varietaten konstruiert, bei denen
das nicht so ist.

(d) Regulire Abbildungen mit Werten im A"
Eine Abbildung einer quasi-projektiven Varietat X mit Werten im A",
f: X = AL x b (f; (%), (X)),

heift regulédr, wenn ihre Koordinatenfunktionen fi regulare Funktionen auf X sind.

(e) Regulire Abbildungen von quasi-projektiven Varietiten
Sei f: X — Y eine Abbildung von quasi-projektiven Varietiten mit,
Y CP™
Diese Abbildung heif3t reguldar im Punkt x&X, wenn es fur jede (bzw. fur eine) affine
offene Menge D(Si)QPn mit f(x)ED(Si) eine offene Umgebung U des Punktes x gibt

mit f(U)QD(Si) und mit der Eigenschaft, daf} die Einschrankung

T s _ Al
(D fIU.U D(Si)—A

reguldr ist. Die Abbildung heilit reguldr schlechhin, wenn sie reguldr in allen Punken
von X ist.

Uberzeugen wir uns, dall die obige Bedingung, wenn sie fur ein D(Si) mit f(x)ED(Si)
erfullt ist, fur alle solchen D(Si) erfullt ist. Sei also die Einschrankung (1) regular, d.h.

von der Gestalt

fli; 2 U= DS,y b (F hd O LE, Do (),

mit regularen Funktionen fiEk[U]. Liegt f(x) auBerdem noch in D(S.), so ist die j-te

Koordinatenfunktion fj in x von Null verschieden und dies gilt fur eine ganze offene

Umgebung VCU von x. Auf V konnen wir f wie folgt beschreiben.
N LU S UL TN
\A i fj(Y)""’ fj(y) ’fj(y)’ fj(X) fj(X) '

Dies ist eine regulare Abbildung.

fl

Bemerkung
Wie im Fall regularer Abbildung von affinen abgeschlossenen Mengen, induziert eine
reguldre Abbildung
X—=Y
von quasi-projektiven Varietaten einen Homomorphismus
K. —
f*: F(OY) F(OX)

von k-Algebren und es gelten die uiblichen Formeln

(g°)* = f*°g* und Id* = Id.

(f) Beschreibung reguldrer Abbildungen in homogenen Koordinaten
Eine reguldare Abbildung

f: X — Pt
(mit X quasi-projektiv) ist gegeben durch ein (n+1)-Tupel
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(D (FO,...,Fn)
von homogenen Polynomen Fi gleichen Grades. Ist
(G 0,...,Gn)
ein weiteres solches Tupel, so beschreibt es dieselbe reguldre Funktion, wenn gilt
(2) F.G.-F.G. =0 auf X.
i) ji
AuBerdem muB es fur jeden Punkt XX ein Tupel (F O,...,Fn) geben mit

Fi(x) =0
fur mindestens ein i. Der Punkt
3) f(x) = [Fy(x)....F_(x)] € P"

ist dann gerade das Bild von x bei f.
Beweis. Sind die angegebenen Bedingungen erfullt, so gilt in einer Umgebung von x,

o) F )
W) =F0--F W =lggy- - Fml:

Im letzten Ausdruck sind die Koordinaten gerade Quotienten homogener Polynome
gleichen Grades, wobei der Nenner nicht Null ist und die i-te Koordinate gleich 1. Mit
anderen Worten, f ist in einer Umgebung von x eine regulare Funktion mit Werten in
D(S.).

i

Bedingung (2) bedeutet gerade, die durch die G’s definierten Bildpunkte haben
Koordinaten, die proportional sind zu denen, die durch die F’s gegeben sind. Mit
anderen Worten, die durch die F’s und die G’s beschriebenen Abbildungen stimmen in
den Punkten, in denen beide definiert sind, Uberein.

Sei umgekehrt f: X — P regulir und x ein Punkt mit f(x) € D(Si)' Dann hat f auf einer

offenen Umgebung U von x die Gestalt

f(y) = [fg(¥)s-..f (V)]
P.
mit reguliren Funktionen f, =* GJ und homogenen Polynomen Pj’ Qj mit

J
deg Pj =deg Qj und Qj(y) = 0 fur yeU.

Wir bringen alle Briiche auf den Hauptnenner und konnen so annehmen,
Qj = Q fur alle j
und damit
deg Pj unabhéngig von j.
Damit konnen wir f in einer Umgebung von x in der folgenden Gestalt schreiben.
f(y) = [Py(¥)s....P_(¥)]

wobei die i-te Koordinate in allen Punkten dieser Umgebung ungleich Null ist.

Hat man eine weitere solche Darstellung, sagen wir
f(y) = [Ry(¥)--R_(¥)]

und sind beide Darstellungen auf der offenen Teilmenge UCX definiert, so gilt
PiRj - PjRi =0 auf U.

* Fiir j=i konnen wir f, = 1 annehmen.



132

fur alle i und j. O.B.d.A. konnen wir annehmen, U ist eine offene Hauptmenge, sagen
wir

U = D(H).
Dann gilt

PRH-PRH=0aufX
1] ji

Mit anderen Worten, indem wir die aus den lokalen Beschreibungen gewonnenen Tupel
mit geeigneten homogenen Polynomen multiplizieren, erhalten wir Tulpel, fur welche
die Relationen (2) bestehen**

QED.

(g) Beispiel fiir eine regulire Abbildung
Seien X := V(xz+y2—1)§A2 der Einheitskreis und
f: X — Al, (xy) » %

die Projektion auf die y-Achse mit dem Zentrum (1,0). Fuhren wir projektive
Koordinaten ein:
=Y =¥
=Y Ty
Dann bekommt die Abbildung die Gestalt

f(1m o) = [1, £ = [-x,y] = [1-5,2 = [u-v, w],

d.h.

flu,v,w] = [u-v,w].
Die beiden homogenen Polynome u-v und w sind Null im Punkt [1,1,0] (und nur dort).
Aber auf dem Einheitskreit gilt

V2+w2—u2=0

w2 = u2 - V2 = (u+v)(u-v)
also
fluv.w] = [(@v)w, w2] = [(-v)w, @H)(u-v)] = [w, u+v]
Die Formen w und u+v sind in [1,1,0] nicht beide Null, d.h. die Abbildung ist regulir.

(h) Isomorphie
Eine regulare Abbildung quasi-projektiver Varietaten heiflt [somorphismus, wenn es
eine Umkehrabbildung gibt und diese regular ist.

Quasi-projektive Varietiten heilen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
thnen gibt.

Eine affine Varietit ist eine quasi-projektive Varietat, die isomorph ist zu einer affinen
abgeschlossenen Menge.

Eine projektive Varietdt ist eine quasi-projektive Varietdt, die isomorph zu einer
projektiven abgeschlossenen Menge ist.

Beispiel
x=Al- {0} ist zwar nicht abgeschlossen im Al aber isomorph zur Hyperbel Y =
V(xy-1) C Az, also eine affine Varietat.

uberhaupt eine Funktion beschreibt, und fur zwei Tupel mit dieser Eigenschaft bestehen die Relationen

Q).
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Der Begriff der affinen abgeschlossenen Menge ist somit nicht invariant bei
Isomorphismen, wahrend es der Begriff der affinen Varietat nach Definition ist.

Bemerkungen

(i)  Wir werden im nichsten Abschnitt zeigen, da X C P™ abgeschlossen ist, wenn
X eine projektive Varietat ist. Der Begriff der projektiven abgeschlossenen Menge
ist somit invariant bei Isomorphismen und fallt mit dem Begriff der projektiven
Varietat zusammen.

(i) Es gibt quasi-projektive Varietaten, die weder affin noch projektiv sind (vgl.
Aufgabe 5 und die Aufgaben 4,5,6 zum néachsten Abschnitt).

(i) Begriff der lokalen Eigenschaft
Sei X eine Varietat. Eine Eigenschaft, die X besitzt, sobald sie die Mengen Ua einer

offenen Uberdeckung von X besitzen, heif3t lokal.

(j) Die Abgeschlossenheit ist eine lokale Eigenschaft

Die Eigenschaft einer Teilmenge YCX, abgeschlossen zu sein in einer quasi-projektiven
Varietdt X, ist eine lokale Eigenschaft.

Beweis. Sei X = U Ua eine offene Uberdeckung mit
YNU abgeschlossen in U
o o

fur jedes a.. Wir haben zu zeigen, dann ist Y abgeschlossen in X.
Nach Voraussetzung gilt
Ua =X- Za mit Zaabgeschlossen in X.

und
YNU =U NT mitT abgeschlossen in X.
o o a o

Es reicht zu zeigen,

Y=N (ZGUT(X). (1
Sei yEY. Fur yEUa gilt
yEYNU CT
o= o
und fury & U, gilt
yEY-U =7

In beiden Fallen gilt yEZaU Ta' Damit gilt in (1) wenigstens “C”.
Sei jetzt umgekehrt yETaUZoc fur alle a. Wegen X = UUoc gilt

yEUa

fur mindestens ein o.. Damit gilt y & Za’ also yETa, also yETaﬂUagY.
QED.

(k) Topologiebasis der affinen Varietdten

Sei X eine quasi-projektive Varietat. Dann hat jeder Punkt x€X eine offene Umgebung,
die isomorph zu einer affinen Varietit ist.

Beweis. Sei X C P, Wir konnen annehmen, xEX liegt in D(SO),
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xED@&:AQ
d.h. die O-the Koordinate von x ist nicht Null. Nach Definition der quasi-projektiven
Varietat gilt

XﬂD(SO) =Y-Y
mit abgeschlossenen Mengen Y,Y’CA™. O.B.d.A. sei Y’CY. Wegen xEY gibt es ein
Polynom fEk[T] mit

f=0auf Y’ und f(x) = 0.
Dann gilt
x EDHONY CY-Y’
und es reicht zu zeigen, daf3

DHNY
isomorph ist zu einer affinen Varietit.
Sei

Y =V({,.,.f )CTAD
1 m
Seien Z die affine Varietat

Z:= V(fl""’fm’ Tn+1

£-1)C AMF]
und ¢ die regulare Abbildung
.7 _s AD
©:Z A", (Xl""’xn+1) [ (Xl""’xn)'
Das Bild von ¢ liegt offensichtlich in Y und in allen Bildpunkten x gilt f(x) =0, d.h. @
ist eine Abildung

@: Z —=D({)NY.
Weiter ist die Abbildung

1
Y: DONZ - Z, x = (xl,...,xn) [ (xl,...,xn, m)
wohldefiniert und regular. Es ist leicht zu sehen, daB ¢ und y invers zueinander sind.
QED.
() Der Koordinatenring der offenen Hauptmengen eine affinen Varietdt
Seien X C A" eine affine Varietat und f € k[X]. Dann ist die offene Hauptmenge
D(f) & X
isomorph zu

Y = {(x,y) € ATxAl | x € Xund y-f(x)-1=0}.
Genauer, die regularen Abbildungen

Y: D) — Y, x b (x, 1/f(x)),
und

(P: Y — D(f)7 (X’y) B X,
sind zueinaner inverse Isomorphismen. Mit k[X] = k[xl,...,xIl

k[D()] = k[Xl""’Xn’ y]/ (y-f(xl,...,xn) -1
= k[xl,...,xn, 1/f(x1,...,xn, y)]
= k[X]f

] gilt insbesondere
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(m) Stetigkeit der reguliren Abbildungen in der Zariski-Topologie
Sei f: X — Y eine reguldre Abbildung quasi-projektiver Varietaten. Dann ist das
vollstandige Urbild 1(Z) einer abgeschlossenen Menge ZCY abgeschlossen.
Beweis. Sei xEX. Dann gibt es offene Umgebungen

U C X von x
und

VCY vony=1(x)
mit

UCA™ VC A" fU)C Vv
derart, dal die Einschrankung

gU—=V
von f reguldr ist. Nach (k) konnen wir annehmen, U ist affine Varietit. Nach (j) reicht
es zu zeigen,

rlznu=glznv)
ist abgeschlossen in U. Wegen ZNV abgeschlossen in V gilt

ZNV="{yeVlg,(y)=..= ¢ (y) =0}
mit gewissen reguldaren Funktionen g auf V. Dann gilt aber
£l@)NU = {xEU I g, (e00) = .. = ¢ (g(x)) = 0}.

Da die cpjo g regulare Funktionen auf U sind, ist diese Menge aber abgeschlossen in U.
QED.

(n) Alternative Definiton der Reguldritdt
Eine regulare Abbildung f: X—Y ist eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, da} bei
Verpflanzung entlang f regulare Funktionen in reguldare Funktionen uibergehen.

5.4.3 Rationale Funktionen und Abbildungen

(a) Rationale Funktionen

Sei X C P" eine irreduzible quasi-projektive Varieit.
Bezeichnungen:

OX =1 {% | P,QEk[S] homogen vom selben Grad, Q{I(X)}

MX = {% EOX I PEI(X) }.
Es ist leicht zu sehen, daf OX ein Ring ist. Nach Konstruktion ist jedes Element von
OX’ das nicht in MX liegt, eine Einheit, d.h. M
einzige), und

k(X) := OX/MX

ein Korper. Er heit Korper der rationalen Funktionen von X.

X ist maximales Ideal von OX (das

Bemerkungen

4 ZNV ist Durchschnitt von V mit einer abgeschlossenen Menge des A" Letztere ist durch endlich
viele Gleichungen definiert.

“ Dies ist der lokale Ring des P" im allgemeinen Punkt X.
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(i) Da X irreduzibel ist, haben je zwei nicht-leere offene Mengen von X einen nicht-
leeren Durchschnitt. Das hat zur Folge, dal zwei rationale Funktionen auf X
genau dann gleich sind, wenn sie auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge gleich
sind. Deshalb gilt

k(X) = k(U) fur U C X nicht-leer und offen.
(i)  Aus (i) ergibt sich,
k(X) =k(X),
wenn X die AbschlieBung von X im projektiven Raum bezeichnet.

(iii) Fur affine Varietiten stimmt die hier gegebene Defintion mit der urspriinglichen
uberein.

(iv) Eine rationale Funktion fEk(X) hei3t regular im Punkt xEX, wenn es homogene
Polynome P,Q desselben Grades gibt mit

f= P in k(X) und Q(x) = 0.

Q
In dieser Situation heiflt f(x) = % Wert von f in x. Die Menge der Punkte, in

denen f regular ist, wird mit
Def(f)
bezeichnet und hei3t Definitionsbereich von f.
(v)  Eine rationale Funktion auf X kann man auch definieren als eine Funktion, die
regular auf einer offen Teilmenge von X ist.

(b) Rationale Abbildungen mit Werten im P"

Sei XQPM eine irreduzible quasi-projektive Varietat. Eine rationale Abbildung

f: X — PN
ist gegeben durch ein (n+1)-Tupel
(FO,...,Fn)

von homogenen Polynomen gleichen Grades, wobei wenigstens ein Fi nicht identisch
Null ist auf X. Zwei solche (n+1)-Tupel (FO,...,Fn) und (F’ 0,...,F’n) definieren dabei

dieselbe rationale Abbildung, wenn
FF.=FF.
ij g
gilt fur alle 1 und j.

Indem man durch eines der Fi teilt, welches nicht identisch Null ist, kann man eine

rationale Abbildung auch durch Angabe von n+1 rationalen Funktionen auf X
definieren. Sind diese Koordinatenfunktionen samtlich in einem Punkt regulir, so sagt
man die rationale Abbildung sei reguldr in diesem Punkt.

Die Menge der Punkte, in denen eine rationale Abbildung f regulér ist, ist nicht-leer und
offen. Sie wird mit
Def(f)
bezeichnet. Weiter heif3t
Im f := f(Def(f))
Bild von f.
Bemerkungen
(1 Man kann eine rationale Abbildung auch definieren als regulare Abbildung auf
einer offenen Teilmenge.

(c) Allgemeine rationale Abbildungen

Seien X und Y C P irreduzible quasi-projektive Varietiten. Eine rationale Abbildung
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f:X =Y

ist dann eine rationale Abbildung f:X — P™ mit Im(f) C Y.
Bemerkungen

(1) Jede dominante rationale Abbildung f: X — Y (d.h. Im(f) =Y) induziert einen k-

Homomorphismus
f*: k(Y) = k(X)
mit den uiblichen Eigenschaften.

(i)  Eine rationale Abbildung mit einer (rationalen) Inversen, heil3t birationaler
Isomorphismus. Falls ein solcher existiert, so heilen die beteiligten Varietaten
birational isomorph.

(ii1)) Zwel quasi-projektive Varietiten X und Y sind genau dann birational isomorph,

wenn k(X) = k(Y) uber k gilt.

(d) Isomorphie und birationale Isomorphie

Zwei irreduzible quasi-projektive Varietaten X,Y sind genau dann birational isomorph,
wenn es isomorphe nicht-leere offene Teilmengen

UCX,VCY
gibt.
Beweis.Falls isomorphe offene Teilmengen UCX und VY existieren, so gilt
k(X) =k(U) = k(V) =k(Y),

d.h. X und Y sind birational isomorph. Existiere jetzt umgekehrt ein birationaler
Isomorphismus

f: X---=Y
und sei
gY--—=X
dessen Umkehrung.
Weiter seien
U’ := Def(f)
V’ := Def(g)
die Definitionsbereiche von f bzw. g. Nach Voraussetzung ist die
Verpflanzungsabbildung g*°f* die identische Abbildung. Insbesondere ist
f*: k[Y] = k(X)
injektiv*’. Das bedeutet, Im(f) C Y liegt dicht in Y. Insbesondere ist Im(f)N\V’ nicht
leer. Dann ist aber
v=rlovynw
eine nicht-leere offene Teilmenge von X. Analog ist
V=g LNV’
nicht-leer und offen in Y. Nach Konstruktion gilt
f(U) C V* und g(f(U)) =* U, d.h. {(U) C ¢ L(U) C e LU,

also
f(U) C V.
Analog folgt
g(V)c U.

" Das Einsetzen der Kooridnatenfunktionen von feg in regulare Funktionen kann man in zwei Schritten
ausfuhren. Erhalt man beim ersten Schritt Null, ist auch das Endergebnis Null.

* Nach Definition von U ist f auf ganz U definiert und g auf f(U) C V’. Die Zusammensetzung gef
stimmt auf U mit der identischen Abbildung tiberein.
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Nach Voraussetzung sind die Einschrankung f: U — V und g: V—U invers zueinander

(und nach Konstruktion regulare Funktionen).
QED.

5.4.4 Beispiele regularer Abbildungen

(a) Die Projektion aus einem linearen Unterraum

Seien Ll""’Ln-d

unabhingig sind. Dann ist

€k[S] homogene Polynome des Grades 1, welche uiber k linear

— n
Bi= V(L ... )CP

ein linearer Unterraum der Dimension d. Die rationale Abbildung

.ph _ _ _, pn-d-1
m: P P X B [Ll(x),...,Ln_d(x)].

heiBt Projektion mit dem Zentrum E. Diese Abbildung ist auf P™ - E regulir. Fir jede
abgeschlossene Menge

XCP"-E
des projektiven Raumes, die sich mit E nicht schneidet, induziert it eine regulére
Abbildung
T X — pn-d-1
Diese Abbildung lat sich wie folgt geometrisch interpredieren. Wir wihlen als Model

fiar den Bildraum P91 einen beliebigen linearen Unterraum H des P™ der Dimension

n-d-1, der sich mit E nicht schneidet,
HCP"HNE=¢,dimH=n-d-1.*
Zu jedem Punkt xeprd-l _ g gibt es dann genau einen linearen Unterraum Ex der

Dimension d+1, in welchem x und E enthalten sind,
EQEX,XEEX,dimEX=dimE+ 1.

50

Dieser Unterraum Ex schneidet H in genau einem Punkt.”” Dieser Punkt ist gerade mt(x),

n+1

4 Ein solcher Unterraum existiert. Ist namlich E’ C k der lineeare Unterraum, der Losungen des

linearen homogenen Gleichungssystems L (x) = 0,
i

Ea=xek™L (.. L (0=0}
1 n-d

n+1 n+l

und P C k

der eindimensionalen Unterraume

ein zu E’ komplementirer linearer Unterraum,d.h. k =E’ @ F’, so hat die Menge
F=PF)CP"

von F’ die Dimension

dimF=dimF -1 =dim k™! - dimE’ - 1 = (n+1) - imE+ 1)- 1 =n-dimE-l =n-d- 1

und ist wegen E’ (1) F’ = 0 disjunkt zu E. Wir konnen also H := F setzen.

% E ist die Menge der eindimensionalen Unterraume von E’+kex. Wegen
X

K - Bk + B
gilt
dim k™1 = dim (E’+k+x) + dim F’ - dim (E'+kex) () dim F’

also
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Ex N H = {x(x)}.

Wenn X gemeinsame Punkte mit E hat, aber nicht ganz in E liegt, so ist & eine rationale
Abbildung. Dem Fall d = 0, der Projektion aus einem Punkt, sind wir schon
verschiedentlich begegnet.

(b) Die Veronese-Abbildung
Betrachten wir die Gesamtheit aller homogenen Polynome
Fe k[S] = k[SO,...,Sn]
des Grades m in den n+1 Unbestimmten Si' Sie bilden einen endlich-dimensionalen k-

Vektorraum der Dimension

+

dimk[S] ="' (n m).
m m

Wir interessieren uns fir die Varietiten im P™ mit der Gleichung F = 0. Diese heiBen

Hyperflachen des Grades m.

dim (E'+kex) " dim ' = dim (E’+kex) + dim F’ - dim k™!
(d+2) + (n-d) - (n+1)
=1

Der Durchschnitt ist die einzige Gerade des kn+1 durch den Ursprung, die sowohl in E’+x<k als auch in

F’ liegt, und damit der einzige Punkt des P", derinE undinF liegt.
X

I Fiir n = 0 ist diese Formel trivial. Fir n > 0 ist dim k[S] die Anzahl der Potenzprodukte
m

€ €
S 0e..eSn

0 n
des Grades m in den SO,...,S . Fur € gibt es die Moglichkeiten m, m-1, ... , 0. Fur gegebenes
n n

€ =m-j
n

gibt es fur die ubrigen Exponenten nach Induktionsvoraussetzung

. n-1+j
dim k[S ,....,S ]. =
0 n-17j j
Moboglichkeiten. Also gilt

dim k51 0 ) (1) o (njﬂ)Jr(Jn:f)Jr ' (n_lf:‘rm)
v ()=o) (e A oo
dim k[S] ) (r;) (n+1 )+ e+ (n_}ﬂ)+(?:1] )+ o+ (n_:m)

n+j+1 n+j+1 n+j+2 n-1+m
+ + ..+
J+1)(J+2)(j+3) (m)

;
|

g

I ()
<

()
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Die Polynome von k[S]m sind durch ihre Koeffizienten-Tupel gegeben, die wir als

+
Punkte des AN mit N = (nmm> betrachten konnen. Zueinander proportionale Polynome

definieren dieselbe Hyperflache, d.h. die Hyperflachen des Grades N entsprechen den
Punkten des projektiven Raums

1. n+m
PNl it N =v .:( )-l.
n,m m
Bezeichnen wir die Koordinaten dieses projektiven Raumes mit
\Z .
1l
0”""'n

wobei die Indizes ij alle nicht-negativen ganzen Zahlen mit

i.+...+41 =m
0 n

durchlaufen und betrachten die Abbildung

Y
v: PP n,m, x b (..,V. . (X),..),
1.,...,1
‘ 0 n
mit Vi = x! in Multi-Index-Schreibweise,d.h.
iO in N
Vi i x)=xY-...°x o ur X = (XO,...,XH).

0”""7'n
Diese Abbildung heifit m-Veronese-Abbildung. Diese Abbildung ist regulér, denn die
x{)n,..., Xnm kommen unter den Koordinatenfunktionen vor und sind nie gleichzeitig

Null. Das Bild der Veronese-Abbildung heiit Veronese- Varietit.

(c) Die Gleichungen der Veronese-Varietit
Nach Konstruktion bestehen auf der Veronese-Varietat die Relationen

ViVj = Vle fur alle i,j,k,] mit i+j = k+1. (D)

Bestehen umgekehrt fur einen Punkt des

Vi
[...,Vi . .. JEP 7
ool
die Relationen (1), so mu3 mindestens eine der Koordinaten
A% =v

mea 0,...,m,...,0

m

(ea bezeichne das a-te Standard-Einheitstupel) von Null verschieden sein’®. O.B.d.A.

sei

Vme = 0.
0

Dann ist [v ] aber ein wohldefinierter Punkt des P".

,V yersV
me (m—l)eo+e (m—l)eo+erl

1
Auf Grund der Relationen (1) ist sein Bild bei der Veronese-Abbildung gerade der
vorgegebene Punkt.

2 Wegen (1) ist fur jedes i eine Potenz der Koordinate v, ein Produkt von Koordinaten dieser Gestalt.
i

Wiren alle diese speziellen Koordinaten Null, so miiiten alle v, Null sein.
i
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Wir haben gezeigt: die Veronese-Varietit ist eine projektive Varietit mit den
Gleichungen (1) und die Veronese-Abbildung

v: P — Im(v)

ist ein Isomorphismus.

Bemerkung
Ist X = V(F)C P" eine Hyperfliche des Grades m mit der Gleichung
i i
FS= 3a .sl..sn,
i ,..,0 07" n 0 n
0 n

v
so ist das Bild von X C P bei der Veronese-Abbildung v: P! — P L gerade der
Durchschnitt
v(X)=Im(v) N H
des Bildes von v mit der Hyperebene
Vh,m
H: Y a . V. . =0imP .
. N RIS TS SRR |
1.,....0 07"7”'n 0""'n
0 n

Diese Tatsache gestattet es, manche Fragen, die im Zusammenhang mit Hyperflachen
auftreten, auf Fragen zu reduzieren, die sich auf Hyperebenen beziehen.

5.5 Produkte und Abbildungen quasi-projektiver Varietaten

5.5.1 Produkte

(a) Produkte von Teilvarietiten des A"

Die Definition des Produkts affiner Varietaten war so naheliegend, daB sie keine
weiteren Kommentare erforderte. Fur beliebige quasi-projektive Varietaten ist die
Situation komplizierter. Deshalb betrachten wir zunachst quasi-projektive Teilvarietiten
der affinen Raume.

Seien X C A™ und Y C A" quasi-projektiv. Dann gilt:

(i)  Das direkte Produkt

XxY = {(x,y) | x€X, yEY}
ist quasi-projektiv in AM™xA™,

(i)) Die in (i) definierte Struktur einer quasi-projektiven Varietat ist invariant
gegenuiber Isomorphismen, d.h. sind ¢: X — X und P:Y — Y Isomorphismen
quasi-projektiver Varietaten, so ist auch
exy: XxY — XxY
ein [somorphismus.

Beweis. Zu (i). Wir schreiben X = X’-X” und Y = Y’-Y” mit abgeschlossenen

Teilmengen

X, X" CAMund Y*,Y” C A"
Damit ist aber
XxY =X'xY’ - (X’xY” U X’xY"),
also quasi-projektiv.
Zu (ii). Offensichtlich ist @xy eine regulare Abbildung. Dasselbe gilt fur die

Umkehrabbildung ¢~ 1 Xy 1
QED.
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(b) Die Lokalititsforderung an die Definition

Seien XCP™ und YCP" quasi-projektive Varietiten. Und bezeichne XxY wie tiblich
die Menge der Paare
XxY ={(x,y) | xEX, yEY}.
Wir wollen XxY mit der Struktur einer quasi-projektiven Varietit versehen und zu
diesem Zweck die Menge mit einer Einbettung in einen projektiven Raum versehen,
@: XxY — IP’N ,

welche das Produkt zu einer quasi-projektiven Teilvarietit von PN macht.

Dabei ist es naheliegend, zu fordern, dafl die so gewonnene Definition von lokaler
Natur ist, d.h. fur je zwei Punkte XX und y€Y sollen affine Umgebungen U und V
existieren,

xEUCXundyeEVCY,
mit der Eigenschaft, daf3

o(UxV) C p(XxY)
eine offene Teilmenge ist und die Einschrankung von ¢ ein Isomorphismus

UxV — @p(UxV)
von quasi-projektiven Varietiten.”?
Behauptung: Durch diese Forderung der Lokalitat ist das direkte Produkt bereits, falls
es existiert, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Beweis. Sei

W: XxY = PM

eine weitere Einbettung mit den geforderten Eigenschaft. Wir haben zu zeigen, daf3 dann
o™ YXKY) = 9(XxY)
ein Isomorphismus quasi-projektiver Varietaten ist.
Nach Konstruktion ist diese Abbildung bijektiv. Es reicht also zu zeigen, die Abbildung
und ihre Umkehrung sind reguldr. Aus Symmetrie-Griinden reicht es, die Regularitat
der Abbildung selbst zu beweisen. Nun ist die Regularitt eine lokale Eigenschaft, d.h.
es reicht, eine offene Uberdeckung des Definitionsbereichs zu finden, so daf} die
Abbildung auf jeder offenen Menge der Uberdeckung regulir ist. Sei also
z € P(XxY)
ein vorgegebener Punkt,
z =y(x,y) mit XX und yEY.

Nach Voraussetzung gibt es affine offene Umgebungen

UC X von x
VCYvony

derart, daf} 1 einen Isomorphismus von UxV mit einer offenen Umgebung y(UxV)
von z induziert,

=

(1) P: UxV P(UxV) = Umgebung von z in P(XxY).
Diese Situation bleibt erhalten, wenn wir U und V zum Beispiel durch offene
Hauptmengen, die x bzw. y enthalten, ersetzen. Das bedeutet, wir konnen erreichen,

daf} gleichzeitig auch ¢ einen Isomorphismus

=

(2) ¢: UxV @(UxV) = Umgebung von (p(l])_l(Z)) in (XxY)

33 Man beachte, die Isomorphie-Bedingung bleibt erhalten, wenn man U und V durch offene affine
Teilmengen ersetzt, die ganz in U bzw. in V liegen, den Isomorphismus ¢ durch dessen Einschrankung.
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von affinen Varietaten induziert. Dann ist aber auch die Zusammensetzung der Inversen
von (1) mit (2) ein Isomorphismus und insbesondere regular im Punkt z.

(c) Vorbemerkung zur Konstruktion der Abbildung ¢

Es reicht, die Abbildung ¢ fur den Fall X = P™ und Y = P zu konstruieren. Hat
namlich

@: PP — pN
die geforderten Eigenschaften und sind XCP™ und YCP" quasi-projektive

Teilvarietaten, so hat die Einschrankung von ¢ auf die Teilmenge XxY ebenfalls diese
Eigenschaften.

Beweis. Man benutze die Tatsache, daB3 die Einschrankung eines Isomorphismus auf
eine abgeschlossene Teilmenge regular ist, als Bild eine abgeschlossene Teilmenge

besitzt und einen Isomorphismus mit dieser Teilmenge induziert.
QED.

(d) Konstruktion der Abbildung ¢ im Fall der projektiven Rdume
Wir betrachten den projektiven Raum
P .= po+D(m+1)-1
und fuhren fur dessen projektive Koordinaten die folgenden Bezeichnungen ein:
wij ,1=0,....m, ] =0,...,n.

Sei
¢: PP — P
die Abbildung mit
ox,y) = [..., Xiyj""]
d.h. der Bildpunkt p := @(x,y) soll die folgenden projektiven Koordinaten haben:
Wi (p):= XY (1)

Die Abbildung @ ist wohldefiniert.

Wegen xEP™ ist eine projektive Koordinate von x ungleich Null, sagen wir X, =0.

0
Wegen yEP" ist eine projektive Koordinate von y ungleich Null, sagen wir y. =0.

0
Dann ist aber die projektive Koordinate W (p) == X, yj des Bildpunktes p ebenfalls

0 0 -0
ungleich Null.
Die Abbildung @ ist injektiv. Aus ¢(x,y) = @(x’,y’) folgt

Xiyj =Xy i fur alle 1 und alle j.

Mit iO und jO wie oben folgt
X.=x.(y’. /y. ) undy. =y’ -(X’. /X. ).
i 1o o j R A S
Mit anderen Worten die Koordinaten von x und x’ sind proportional, d.h. x=x" und
analogy =y’.

Im(g) C P ist abgeschlossen.
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Nach Konstruktion bestehen zwischen den Koordinaten der Bildpunkte von ¢ die
folgenden Relationen.

Wij'wkl - ij.wil =0. 2)
Es reicht zu zeigen, diese Relationen definieren die Menge Im(g). Sei also
pEP

ein Punkt, dessen Koordinaten W = Wi.(p) diesen Relationen geniigen. Mindestens

eine Koordinate von p ist ungleich Null. O.B.d.A. sei

WOO(p) = 0.
Wir setzen
X = [WOO,...,WmO]
y = [WOO""’WOn]
q = 9(X,y).
Dann gilt

Wij(q) = wio-wOj = WOO-Wij wegen (2)
= Yoo Vij(P)
Mit anderen Worten p und q haben proportionale Koordinaten, d.h. p = q. Wir haben

gezeigt

Im(g) = V(Wij-w - W, W,

kI “kj il
d.h. Im() ist abgeschlossen in P.

i,k =0,....m, j,l =0,....,n ),

Es gibt eine Uberdeckung des P™ durch affine offene Mengen Ui und eine

Uberdeckung des P" durch affine offene Mengen Vj derart, daB fur beliebige i und j die

Abbildung ¢ Isomorphismen UiXVj — cp(Uiij) (€ P) induziert.

Wir setzen
Ui = D(Si) furi=0,...,m.

Vj = D(Sj) fur j=0,...,n
Dann gilt
CP(UixVJ-) = Im(CP)ﬂD(Wij)
Indentifiziert man D(Wij) in der iblichen Weise mit dem affinen Raum (indem man wij
= 1 setzt), so bekommt die Menge rechts die Gestalt
cp(Uiij) = Im(cp)ﬂD(wij) = V(Wkl - wkj-wil lk,1=0,..,0)
Rechts steht eine affine Varietiat. Anhand der Gleichungen sehen wir, die Abbildung
. - . — m_ N
1p.V(Wkl wkj W lk1=0,..,0) — A"xA",

(CaB)a:O,...,m,ﬁ:O,...,n = ((COj’ e ij)’(CiO""’COn))’
ist ein Isomorphismus.

Die Zusammensetzung von ¢l ist gerade die Abbildung

U.xV.
1]

.-wﬂ) i) AMxAD

¢
UiXVj — V(wkl - WkJ
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mit der Eigenschaft, daB} fur p = ¢(x,y) gilt:

ij(p) = xk-yj = xk-l =Xy

wa@ =xy =1y =y
d.h. es ist (Yep)(x,y) = (X,y), d.h. Yo = Id. Mit 1 ist auch ¢ ein Isomorphismus.
Die von uns konstruierte Abbildung ¢ hat damit alle erforderlichen Eigenschaften.

QED.
(e) Bemerkung 1 (Interpretation der Gleichungen von Im(g))
Die Koordinaten der Punkte des Raumes P bilden eine (m+1)x(n+1)-Matrix

(Wi#i=0,....m,j=0,...n
Die Gleichungen des Bildes Im(¢) kann man in der Gestalt

Y Vi
wo.w | 0
kj "kl
schreiben. Sie bedeuten gerade, die Matrix hat den Rang 1,
rk (Wij) =1.

Die Definition der Abbildung ¢ besagt aber gerade, die Matrix (Wij) ist das Produkt aus
einer Spalte und einer Zeile.

(f) Bemerkung 2 (Direktes Produkt zweier projektiver Geraden)
Betrachten wirden Fallm=n=1,

©: IPlxIP’I%]P’S, ([u,v],[s,t]) » [us,ut,vs,vt].
Das Bild von ¢ ist durch nur eine Gleichung definiert’* :
Y00 ™01
“10™11
Bezeichnenen wir mit x,y,z,w die Koordinaten im IP’3. Dann ist das Bild von ¢ durch
die einzige Gleichung

0= =%oo%11 " V10%o1

X:=Im (¢p): xw-yz=0

definiert, d.h. X ist eine nicht-entartete Fliche’” zweiter Ordnung im P3. Die Geraden
der Gestalt

{p}xPl, P =[uy:vy

gehen bei ¢ wieder in Geraden uber mit den Gleichungen
X1Z=UyVg =YW
d.h.

XV = 20y > YV = WU -

> Fur i =k und fur j =1 sind die 2x2-Determinanten von (e) identisch Null. Beim Permutieren der
Zeilen oder Spalten dndert sich nur das Vorzeichen. Wir konnen uns somit auf den Fall
i<limdk<l1
beschranken, d.h. auf den Fall
i=0,k=1,j=0,1=1.
> Es gibt bis auf Isomorphie im projektiven Raum nur eine.
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Es gibt also auf X eine Familie von paarweise disjunkten Geraden, die die Flache fullen

und von dem stetigen Parameter p = [u ep! abhingen. Eine solche Fliche heilt™

Regelflache.
Analog gehen die Geraden der Gestalt

Plx{q}, q=I[sgty]

in eine zweite Familie von paarweise disjunkten Geraden auf der Flache tuiber. Jede
Gerade der einen Familie scheidet die Gerade der anderen in genau einem Punkt.

0™Vo!

(g) Theorem 1 (die abgeschlossenen Mengen im P™ xP"

Sei X C P™MxP" eine beliebige Teilmenge. Dann sind aquivalent:
@A) X ist abgeschlossen.

(i1) X ist in P™xP™ definiert durch ein System von Gleichungen der Gestalt
Gi(uo,...,um;vo,...,vn) =0 (i=1,...,1),

wobei die GiEk[u,V] homogen sind sowohl als Polynome in den u als auch als

Polynome in den Vj allein.

Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gilt
P(X) = V(F,...F)

mit homogenen Polynomen FiEk[w]. Damit ist aber
X = {(u,v)EPMxP" | Fi(cp(u,v)) =0 fur i=1,...,t}
= V(F1 ocp,...,Ftocp)
Nun entsteht aber Fiocp aus Fi indem man fur die wij die Produkte uivj einsetzt. Das
bedeutet aber, Fiocp ist homogen sowohl in den u als auch in den Vj (vom selben Grad).

(i1) = (1). Da die Abgeschlossenheit eine lokale Eigenschaft ist, reicht es zu zeigen,
cp(X)ﬂD(wij) ist abgeschlossen in D(Wij)

fur beliebige i und j. Wegen Wij = ui-Vj gilt aber
cP(X)ﬂD(Wij) = @(XN(D(u)xD(v j)))

Auf der Teilmenge D(ui)xD(V.) C P™xP" konnen wir aber die Gleichungen von X mit

u oder Vj multiplizieren, ohne daf} sich deren Nullstellenmenge andert.

Deshalb konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, die Gleichungen
von X haben bzgl. der u und der v denselben Grad,
degu Gi = degV Gi .

Mit anderen Wort, die Gi sind k-Linearkombinationen von Potenzprodukten der Gestalt

uOB mie’” lal = 1l,

% Genauer, die Projektion auf den Parameter heiflt Regelflache,

X — Pl, [x,y,z,w] a [x,z].
Mal=o_+..40 fura = (a_,.., a )
0 m m
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oder noch anders ausgedriickt, die Gi sind Polynome in den Produkten uiVj ,
Gi = Fi(""uivj"")'
Dann gilt aber
p(X) = {wEIm(p) | Fi(w) =0,i=1,.,t},

d.h. die Fi definieren zusammen mit den Gleichungen von Im(g) gerade die Menge

@(X), d.h. X ist abgeschlossen.
QED.

(h) Die abgeschlossenen Mengen im P™x A"

Sei X C PMx A" eine beliebige Teilmenge. Dann sind 4quivalent:
(1) X 1st abgeschlossen.

(i1) X ist in PMxA™ gegeben durch Gleichungen der Gestalt

Gi(uo,...,um;vl,...,vn) =0 (=1,...,1),
wobei die GiEk[u,V] homogen sind als Polynome in den u
Beweis. Die Argumentation ist so dhnlich wie beim Beweis von (g).
QED.

5.5.2 Abgeschlossenheit des Bildes einer projektiven Varietat

(a) Vorbemerkung

Das Bild einer affinen abgeschlossenen Menge bei einer regularen Abbildung braucht
keine abgeschlossene Menge zu sein,

X C A™ abgeschlossen, f: AT —=A™ 4 f(X) C AM abgeschlossen.
Wir zeigen jetzt, in dieser Beziehung unterscheiden sich die projektiven Varietiten
grundsatzlich von den affinen.

(b) Theorem 2 (Abgeschlossenheit des Bildes einer projektiven Varietdt)
Das Bild einer projektiven Varietit bei einer regularen Abbildung ist abgeschlossen.

Zum Beweis benodtigen wir einige Vorbereitungen.

(¢) Definition: der Graph einer Abbildung

Sei f: X — Y eine reguldre Abbildung von quasi-projektiven Varietiten. Dann heift die
Menge

Ff = {(x.f(x)) | xEX}
Graph von f.

(d) Abgeschlossenheit des Graphen

Der Graph einer reguldaren Abbildung f:X—Y ist abgeschlossen in XxY.
Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf den Fall Y = P".
Sei Y C P". Dann gilt

XxY C XxP"

und f definiert eine Abbildung T: X — P". AuBerdem ist
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[p=(XxY)NT .

Es reicht also zu zeigen, F?J ist abgeschlossen in XxP".

2. Schritt. Wir betrachten die regulire’® Abbildung
g = fxid: XxP™ — PP, (x,y) » (f(x), y).
Es gilt

r, ={xx | x€P™y

r, =glry
Das Urbild einer abgeschlossenen Menge bei einer regularen Abbildung ist
abgeschlossen. Es reicht also zu zeigen,

L. CP"'xp"

id
ist abgeschlossen. Das ist aber der Fall wegen®’
- n,_pn ) —0f . .
Fi d—{(u,V)EP xP luiVj ujVi 0 fur alle i und alle j}.

QED.

(e) Beweis von Theorem (b)
Sei
: X—=Y
eine regulare Abbildung mit einer projektiven Varietat X. Wir betrachten die Projektion
p: XxY—=Y, (X,y) b Y.
Es gilt
f(X) = p(T.

Die Abgeschlossenheit von f(X) folgt deshalb aus der nachfolgenden Aussage.

(f) Theorem 3 (Abgeschlossenheit der Projektion)

Seien X eine projektive Varietit und Y eine quasi-projektive Varietit. Dann uberfuhrt
die regulare Abbildung

p: XxY = Y, (X,y) b,
abgeschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen.
Beweis. 1.Schritt. Reduktion auf den Fall X = P™,

Sei X C P™ abgeschlossen. Dann ist p die Komposition
XxY & PPxY — Y
und es reicht, die Behauptung fur P™xY — Y zu beweisen.

2. Schritt. Reduktion auf den Fall Y affine Varietat.
Wir uiberdecken Y durch offfene affine Mengen,

Y=UU .
o}

Es reicht zu zeigen, fir Z C P™xY abgeschlossen ist
f(Z)ﬂUa ist abgeschlossen in Uoc .

Wegen f(Z)ﬂUa = f(Zﬂ(IP’mea)) reicht es also den Fall Y = Uoc affin zu betrachten.

38 Es reicht, die Regularitit lokal zu uiberpriifen, d.h. fur den Fall, daB beide Faktoren affin sind. Dann
ist die Regularitatsaussage aber trivial.
¥ d.h. F_d ist Nullstellenmenge eines bihomogenen Gleichungssystems.

i
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3.Schritt. Reduktion auf den Fall Y = A™,
Ist Y C A™ abgeschlossen, so ist
PUxy C PMxA™ (— AT
abgeschlossen. Es reicht also die Abgeschlossenheit der Projektion
P AT —A™
zu beweisen.

4. Schritt. Abgeschlossenheit von p:PMxA™ —A™,
Eine abgeschlossene Menge

Z C PMxA™
ist eine Menge, die durch Gleichungen der Gestalt
gi(u,y) =0, 1=1,..t,
definiert ist mit g homogen in den Unbestimmten u. Fur yOEAm besteht
p'l(yo)

aus allen nicht-trivialen Losungen im P™ des Gleichungssystems

gi(u,yo) =0, 1=1,..t,

Es gilt also
Yo € p(Z) <= das System (1) hat eine nicht-triviale Losung
= IS d (gl(u,yo),...,gt(u,yO)) fur s = 1,2,3,...
Wir setzen
o m
TS L {YOEA | IS g (gl(U,yo),’gt(U,yo))}
Dann gilt

_ o0]

P@) =N Ty
Es reicht also zu zeigen:
S. Schritt. Abgeschlossenheit der Menge TS .
Wir setzen

ki = degu gi(u,y).
Seien
Mm@

die Potenzprodukte des Grades s in den Unbestimmten u.

)

Die Bedingung IS - (gl(u,yo),...,g t(u,yo)), bedeutet dann, alle M(a) liegen im Ideal,

das von den gi(u,yo) erzeugt wird,

t
(o)
M= 3 g3,

2)

Durch Vergleich der homogenen Komponenten im Grad s sehen wir, dal wir die
Faktoren Fi OL(u) durch ihre homogenen Komponenten des Grades s—ki ersetzen

2

konnen, ohne daf} die Gultigkeit der Relationen (2) verloren geht. Wir konnen also

annehmen,
Fi O((u) ist homogen vom Grad s - ki

b

Seien jetzt
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Ngl), LN

die Potenzprodukte des Grades s-ki. Die Relationen (2) bedeuten dann, die M(a) sind

k-Linearkombinationen der homogenen Polynome
B) = =
gi(u,yO)Ni ,i=1,...t, B 1,...,bi . 3)

Das bedeutet natuirlich, die Formen erzeugen den gesamten Vektorraum der Formen des
Grades s. Beschreibt man die Vektoren (3) durch irgentwelche Koordinaten, so
bedeutet dies fur die Matrix der Koordinaten, dafl diese maximalen Rang besitzt, d.h.

daf} eine Determinante, die von yOEAm abhangt, ungleich Null wird. Mit anderen

Worten, es gibt Polynome P .,PC mit der Eigenschaft

=

Pi(yO) =0 fureini < Yo & TS .
Also ist TS = V(Pl""’Pc) abgeschlossen.
QED.

(g) Folgerung 1 (Satz von Liouville)
Sei X eine irreduzible projektive Varietit. Dann gilt
F(OX) =Kk,

d.h. jede allen Punkten von X reguldre Funktion ist konstant auf X.
Beweis. Sei fEk[X]. Wir fassen f als regulare Abbildung

X — Al =Pl x b 00 b (L],
auf. Wie eben gezeigt, ist f(X) C pl abgeschlossen. Wegen ’[“(X)QA1 gibt es nur die
Moglichkeiten
1. fX)=Al
2. f(X) = endliche Teilmenge des Al.
Der ersten Fall kann nicht eintreten, da A1 nicht abgeschlossen ist im Pl. Also tritt der

zweite Fall ein,
f(X) = {al,...,ar}.

Nun ist
X = fl(al)U...Ufl(ar)

eine Zerlegung von X in disjunkte abgeschlossene Teilmengen. Weil X irreduzible ist,
folgt r = 1, d.h. f ist konstant.
QED.

(h) Folgerung 2 (Bilder projektiver Varietiten im affinen Raum)

Sei f: X — Y eine reguldre Abbildung mit X projektiv und Y affin. Dann isf f auf jeder
irreduziblen Komponente von X konstant.
Beweis. Nach (g) sind die Koordinatenfunktionen von f auf jeder Komponente von X

konstant.
QED.
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(i) Proposition (Irreduzible Hyperflichen bilden eine offene Menge)

v
Die Menge aller Punkte EEP n,m’ zu denen eine reduzible Hyperflache im P gehort,

v

ist abgeschlossen im P (vgl. 5.4.4(b)).

Bemerkung

Die Behauptung besagt, die Reduzibilitit eines homogenen Polynoms kann man durch
ein polynomiales Gleichungssystem ausdriicken fur die Koeffizienten des Polynoms.
Im Fall m = n = 2 ist dies wohlbekannt:

2
F= E()aijUin ist genau dann reduzibel, wenn gilt det(aij) =0.
Beweis. Bezeichne F,. das homogene Polynom, dessen Koeffizienten gerade die

g

Koordinaten des Tupels § sind und E(F) das Tupel der Koeffizienten des homogenen
Polynoms F. Wir setzen

A%
X :={g€P "I F. reduzibel }

g

A%
X, = {EEP bR

Dann gilt

X=UXk

und es genuigt zu zeigen, die X

hat einen Teiler vom Grad k }

g

K sind abgeschlossen. Wir betrachten die Abbildung

v v

k n,m-k n,m
9

v
£ P xP —P 7, ([al, [b]) & [E(F_F)l.

Dies ist eine regulare Abbildung (da die Koeffizienten des Produkts Fa-Fb in

polynomialer Weise von den Koeffizienten der Faktoren abhiangen)®. Das Bild dieser
Abbildung ist abgeschlossen (da das direkte Produkt links projektiv ist) und stimmt mit
der Menge X, uberein.

k
QED.
5.5.3 Endliche Abbildungen

(a) Endliche Ringerweiterungen

Sei A C B ein Teilring des Rings B. Ein Element bEB heilit ganz iiber A, wenn es einer
normierten algebraischen Gleichung®' mit Koeffizienten aus A genugt:

f(b) = 0 mit F(T) := T" + al-Tn'1+ ..+a =0unda€A.

Der Ring B heif3t ganz tiber A, wenn jedes seiner Elemente es ist.
Bemerkungen

(i) bEB ganz iiber A < A[b] C B ist ein Faktorring von
A[TY(E) = A1+ AT + ... + ATV
< A[b] ist als A-Modul endlich erzeugt.

©Und F -Fb nur dann Null ist, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.
a

6! Manchmal werden wir die Relation auch Ganzheitsgleichung nennen.
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(i) Fur endlich erzeugte A-Algebren B = A[bl""’br] gilt:
B ganziber A < bi ist ganz uber A fur jedes i
< B ist als A-Modul endlich erzeugt.

(b) Endliche Morphismen affiner Varietdten

Sei f: X—Y eine dominante®” regulire Abbildung affiner Varietiten. Dann heif3t f
endlich, wenn k[X] ganz ist iber dem Teilring f*k[X].

Bemerkungen

(i) Die Komposition endlicher Abbildungen ist endlich.

(i) Die regulare Abbildung

X=Vay-1)—Al Gy b x,
ist nicht endlich, denn k[X] = k[x,y]/(xy-1) = k[x,x‘l] ist kein endlich erzeugter
Modul uiber k[x].
(iii) Fur jede endliche Abbildung f:X—Y sind die Fasern f 1(y) uber jedem Punkt
yEY endlich.

(iv) Die Endlichkeit eines Morphismus f:X—Y bedeutet, daf} die Punkte von 1(y) im
Endlichen bleiben, wenn y auf Y variiert. Die Punkte der Faser konnen
verschmelzen, aber sie konnen nicht (im Unendlichen) verschwinden.

Beweis von (iii). Sei X C A", Dann sind die Koordinatenfunktionen
X e k[X]
endlich uber f*k[Y], d.h. fur jedes i genuigt X, einer Gleichung der Gestalt

x.=T.|
i i

n
i
Fur jeden Punkt pEX mit festem Bild f(p) =y gilt also

x ()" +a, X"+ +a () =0,

Fur festes y hat diese Gleichung nur endliche viele Losungen xi(p), d.h. fur die i-te

X+ f*(al)x?'1 +. 4+ P ) =0 mit a €k[Y],

Koordinaten eines Punktes aus 1(y) kommen nur endlich viele Werte in Frage.
QED.

(¢) Theorem 4 (Surjektivitit endlicher Abbildungen)

Jede endliche Abbildung f:X—Y affiner Varietaten ist surjektiv.
Beweis. Sei yEY und sei
m_ = {fEk[Y] | f(y) =0}
das Ideal von {y} in k[Y]. Sind 3 1Yy Koordinatenfunktionen auf Y und hat y die i-

te Koordinaten a. ., so gilt
D) - -
m 2 (y1 aj,.ny, - )

und rechts steht ein maximales Ideal, d.h. es gilt “=*. Die Faser { 1(y) ist als Urbild
einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. Bestimmen wir also definierende
Gleichungen der Faser. Es gilt

62 d.h. das Bild von f liegt dicht in Y, soda die induziere Abbildung der Koordinatenringe
f*: k[Y] — k[X]
injektive ist, d.h. man kann k[X] als Teilalgebra von k[Y] betrachten.
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xef 1(y) < f(x) =y © a(f(x)) =0 fur alle ocEmy
<% xev(o*(f) | aEmy)

Da f*: k[ Y]—k[X] injektiv ist, konnen wir k[Y] mit seinem Bild in k[X] identifizieren
und f* im folgenden weglassen. Dann sind die Elemente von my definierende
Gleichungen von 1(y) und das von ihnen erzeugte Ideal ein definierendes Ideal:

1y = Vm kXD,
Nach dem Nullstellensatz gilt

Flyy=0 = 1€m_KIX].

Das nachfolgende Lemma besagt gerade, dal} dieser Fall nicht eintritt.
QED.

(d) Lemma: Erweiterungsideale bei ganzen Erweiterungen

Seien B ein kommutativer Ring mit 1, A C B ein Teilring und I C A ein Ideal. Wir
nehmen an, B ist als A-Modul endlich erzeugt. Dann besteht im Implikation

I =A = IB = B.

Beweis. Sei b 1,...,bn ein Erzeugendensystem von B als A-Modul,
B=Ab, +...+ Ab .
1 n

Angenommen es gilt IB = B. Dann ist
B= Ib1 + ..+ Ibn,

d.h. jedes bi 146t sich in der Gestalt
n
b.= Y a.b. mita..€L
1 =1 ij ] ij
schreiben. Es folgt fur jedes 1,
n
0= a..-0..)b.
'21( 1 IJ) J
also nach dem Entwicklunssatz fur Determinanten
db. =0 mitd = det(a.. - d..)
i ij ij
also d-B =0, also d-1=0, also
0=d= det(aij - 6ij).
also

0 = det(- 6ij) mod I

also 1€1, im Widerspruch zur Voraussetzung [ = A.
QED.

(e) Aufgabe

Sei f: X — Y eine regulare Abbildung affiner Varietaten, g&k[Y] und

D(g) = {yEY I g(y) = 0}
die durch g definierte offene Hauptmenge. Man zeige,

L. k[D(g)] =k[Y][1/g]=k[Y] .

% Fur MCK[X] sei VM) = {x€X | f(x) = 0 fur fEM}
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2. D) = D(g*).
3. Ist £:X—Y endlich, so auch die Einschrankung D(g°f)—D(g) von f.

(e) Theorem 5 (Lokalitit der Endlichkeit)
Sei f: X — Y eine regulare Abbildung von affinen Varietaten. Fur jeden Punkt yeY

gebe es eine affine Umgebung VCOY mit der Eigenschaft, daf3 U:={~ 1(V) affin und die
Einschrankung

fIU : U — V endlich

ist. Dann ist f endlich.
Beweis. Wir setzen

B :=k[X]

A :=Kk[Y]
Wir kdnnen annehmen die offenen Mengen U in der Formulierung des Theorems sind
offene Hauptmengen und wir wihlen eine Uberdeckung von Y durch solche offene
Hauptmengen:

Y=U D) .g,EkIY] (1)
Bemerkung. Diese Relation ist Aquivalent zu,
V(ga | a€l) = ﬂaelV(ga) =,

d.h. das von den 2., erzeugte Ideal von k[Y] ist der ganze Ring,

IE(ga lacl)
Nun ist 1 bereits Linearkombination von endlich vielen ga, d.h. wir konnen annehmen,

die Uberdeckung (1) ist endlich.
Nach Voraussetzung ist

(D ) =D(g N
endlich uber D(ga) fur jedes a.,
k[D(g DI =Bll/g ]

ist eine endliche Algebra uiber
k[D(g 1= All/g ]

Fur jedes o konnen wir ein endliches Erzeugendensystem von B[1/ ga] uber A[1/ ga]

finden,

B[l/g 1= All/g Ib, +..+A[l/g Ib

1, n _,o’
o

Durch Multiplikation mit einer Potenz der Einheit g, erreichen wir,
b. €B
Lo
fur jedes i und jedes a.

Nach Konstruktion kann man jedes Element bEB in der folgenden Gestalt schreiben.

n.
m

i
— a . 1
b= izl(ai’a/ga ) bi,oc mit ai,aEA .
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m

Wegen (1) haben die g % keine gemeinsame Nullstelle auf Y, d.h. das von ihnen
o

erzeuget Ideal enthalt die 1,

m
o .
=3 hoc g N mit haEA.
ol
Damit gilt
Mo Mo Mo
b=b3 ha.ga - E 2 ha.ga ) (ai,(x/ga ).bi,oc B E 2 h(x.ai,(x.bi,cx’
o 1 o 1 a

d.h. die bi o, Crzeugen B uiber A.

QED.

(f) Definition: Endliche Morphismen quasi-projektiver Varietdten

Eine regulare Abbildung f:X—Y quasi-projektiver Varietaten hei3t endlich, wenn jeder
Punkt yEY eine affine Umgebung VCY besitzt, sodall
U:=rlv)
affin ist und die durch f induzierte regulare Abbildung affiner Varietiten U—V endlich
ist.
Bemerkungen
(i) Die Fasern jeder endlichen Abbildung sind endlich (nach A.5.3(b)(iii)).
(i) Jede endliche Abbildung ist surjektiv (nach A.5.3(c)).

(iii) Das nachfolgende Ergebnis ist eine Konsequenz der Eigenschaften endlicher
Abbildungen.

(g) Theorem 6 (Das Bild dominanter Morphismen)

Sei f: X—Y eine regulire dominante Abbildung. Dann enthélt f(X) eine nicht-leere
offene Teilmenge von Y.
Beweis. O.B.d.A. seien Y und X irreduzible affine Varietaten.* Weil f dominant ist,
gilt
k[Y] C k[X], a » f*(a).

Sei r der Transzendenzgrad der Korpererweiterung

k(Y) € k(X).
Wir wahlen r algebraisch unabhingige Elemente uber k(Y),

Up s U € k[X].

Dann gilt

k[Y] € k[Y][u , ur] C k[X]

P
und

k[Y][ul, s ur] = k[Y®kk[u1, .., u] =k[YxA].
Die Inklusion der Koordinatenringe induziert eine Zerlegung des Morphismus f,

f: X yxAl—E 5y
Dabei ist g einfach die Projektion auf den ersten Faktor.

% Wir konnen Y zunéchst durch eine nicht-leere affine offene Teilmenge ersetzen und X durch deren
Urbild. Danach konnen wir Y durch eine irreduzibele Kompoente von Y und X durch deren Urbild
ersetzen.
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Nach Konstruktion ist jedes Element vEk[X] algebraisch uber K[YxA'], d.h. es gibt ein
Element a€k[YxA'] - {0} derart, daB3 a-v ganz ist iibber K[YxA]. Wir lassen jetzt v ein
Erzeugendensystem
v.,...v_ € Kk[X]
1 m

des Rings k[X] (uiber k) durchlaufen und bezeichnen mit

ad € k[YxA!] - {0}

=
zugehorige Elemente a. Sei
F = aj..a .
Auf der offenen Menge
D(F) C YxA!
ist jede der Funktionen a, umkehrbar, d.h. wir konnen die Ganzheitsgleichung von av.
durch eine Potenz von a, teilen und so eine Ganzheitsgleichung fur v, gewinnen. Mit

anderen Worten, die Abbildung h induziert eine endliche Abbildung
D(Feh) = h'l(D(F)) — D(F).
Als endliche Abbildung ist diese Abbildung surjektiv, d.h. es gilt
D(F) € h(X)
also
g(DEF)) € gh(X)) =Im f.
Es reicht also zu zeigen, g(D(F)) enthiélte eine offene Teilmenge von Y. Wir schreiben
die Funktion FEK[YxAT] in der Gestalt

FyT) =3 F_(y)T"
o

mit Potenzprodukten T% der Unbestimmten T .,Tr und Funktionen FaEk[Y]. Fur

1
jeden Punkt yE€Y, in welchem nicht samtliche Fa(y) Null sind, gibt es Ti =T mit

F(y,t) = 0, d.h. es gilt

yEg(D(F)).
Es folgt
eD(F) 2UD(E )
Da nicht samtliche Foc Null sind, steht rechts eine nicht-leere offene Menge von Y.
QED.
Bemerkung

Der letzte Satz zeigt, da3 sich regulare Abbildungen um einiges einfacher verhalten als
stetige oder differenzierbare Abbildungen. Situationen wie bei der irrationalen
Abwicklung des Torus,

f:R— (R/Z)Z, rac(r, \/i-r) mod Zz,
konnen hier nicht auftreten.

(h) Theorem 7 (Endlichkeit von Projektionen)

Seien ECP" ein linearer Unterraum der Dimension d und

XCP"-E
eine abgeschlossene Menge. Dann induziert die Projektion mit dem Zentrum E (vgl.
5.4.4 (a)),
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n: X — pd-
eine endliche Abbildung X — m(X).
Beweis. Wir schreiben die Projektion m in der Gestalt
.y _s ph-d-1
mX—=P Xl [LO(x),...,Ln_d_l(x)],

mit k-linear unabhédngigen Linearformen Li(S). Sei

U, = l(D(S) = (xEX I L,(x) = 0},
Dies ist eine affine offene Teilmenge von X. Es reicht zu zeigen, die durch m induzierten
Abbildungen
. = ﬂ:IUi:Ui — D(Si)

sind endlich. Sei gEk[Ui] beliebig. Wir haben zu zeigen, g genugt einer
Ganzheitsgleichung uiber k[D(Si)]. Dazu schreiben wir g in der Gestalt

g= im mit G homogen vom Grad m.

L

Wir betrachten die regulare Abbildung

m X = PP X b [LG (0L 4 OGO,

Da X projektiv ist, ist das Bild dieser Abbildung abgeschlossen, sagen wir
n:l(X) = V(Fl""’Fs)'

Nach Voraussetzung haben die Formen Li keine gemeinsame Nullstelle auf X. Deshalb
liegt der Punkt
[0,...0,11 & 7 (X)

nicht im Bild von T Anders ausgedrickt, es gilt

V(ZO"""Zn-d-l’Fl""’Fs) =J.
Nach dem Nullstellensatz bedeutet dies,

- L
Ik - (ZO,.... .,FS) fur ein k,

und insbesondere

a1t

k
Zy.d e (ZO,....,Zn_d_l,Fl,...,FS).
Wir schreiben

Kk n-d-1 S
Zh.d= >z H.+ Y F.-P. (D)
=0 J ] i=1 J ]

mit Polynomen H. und P.. Wir konnen dabei annehmen die H. sind homogen vom Grad

k-1 und die Pj sind homogen vom Grad k - deg Fj' Wir setzen

k n-d-1
q)(ZO""’Zn-d) =Zod- jzozj‘Hj
Dies ist ein normierten Polynom in z d.Wegen (1) gilt

® =0 auf Jtl(X).

Wir setzen in diese Identitéat die Koordinatenfunktionen der Abbildung . und erhalten,

1

®(Lgy ...l 41:G) = 0 auf X.
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Auf Ui ist Li = 0. Wir konnen durch Lm'k teilen und erhalten auf Ui :
1

L Goym L 4 Gom
—| sl 9

0 =9 Lo L0

— % m * m
= D ()™ Lz M)

Dies ist die gesuchte Ganzheitsgleichung fur gEk[Ui] uber

A
%k — ok
T k[D(Si)] =7 k[ZO,...,Zi,...,Zn_d_l]

QED.

(i) Theorem 8 (Endlichkeitskriterium fiir allgemeine Abbildungen)

Seien FO,...,FSEk[S] uber k linear unabhangige homogene Polynome des Grades m,

welche keine gemeinsame Nullstelle auf der abgeschlossenen Teilmenge
X CPp"
besitzen. Dann ist
¢: X = ¢(X), [x] & [Fy(0),...F ()],
eine endliche Abbildung.

v
Beweis. Sei v: P! > P ™ die Veronese-Abbildung und Li die Linearform auf

Y
nm . .. .
P mit denselben Koeffizienten wie Fi ,

Fi = v*(Li).
Weiter sei
Vn,m
pP 7 =P
die durch die Li definierte Projektion. Dann ist ¢ gerade die Zusammensetzung
v Yam  p
XCph P ——P.

Da die Veronese-Abbildung einen Isomorphismus P! — Im(v) induziert, folgt die
Behauptung aus der entsprechenden Aussage fur p, d.h. aus Theorem (h).

QED.
(j) Grad einer endlichen Abbildung

Sei h: Y — X eine endliche separable®® Abbildung irreduzibler Varietdten. Dann gibt es

eine nicht-leere offene Teilmenge UCX derart, dal die Fasern uber den Punkten von U

aus genau
deg h := [k(X):k(Y)]

Punkten bestehen. Diese Zahl heifit Grad der Abbildung h.

Beweis. Wir konnen annehmen, X und Y sind affin. Dann ist
B:=k[Y] ganz uber A:=k[X]

5 d.h. k(X)/k(Y) ist eine separable Korpererweiterung.



159

und
L :=k(Y) endliche separable Korpererweiterung von K:= k(X).

Nach dem Satz vom primitiven Element ist

L =K[T)/(f(T))
mit einem irreduziblen Polynom fEK][T]. Das Polynom f ist auBerdem separabel, d.h. f
und die Ableitung f* von f sind teilerfremd,

af+pf =1 in K[T]

mit Polynomen o,EK[T]. Wir konnen X durch eine affine Teilmenge ersetzen und
damit annehmen,

£.£,0,p EA[T].
Sei t die Restklasse von T in L. Dies ist eine rationale Funktion auf Y. Auf einer nicht-
leeren offenen Teilmenge Y-Z ist sie reguléar. Z ist abgeschlossen und von kleinerer

Dimension als Y. Also ist X-f(Z) nicht leer.Wir ersetzen X durch eine affine offene
Teilmenge von X-f(Z) (und Y durch deren Urbild) und erreichen auf diese Weise,

tek[Y]
ist regular auf Y. Damit gilt
Alt]€B
und, weil B endlich ist Uiber A,
B=Ab 1 +...+A-br.

Wegen biEL = K]t] hat bi die Gestalt bi = oci/a mit aiEA[t] und a€A. Wir ersetzen X

durch die offene Hauptmenge D(a) und erreichen, dafl samtliche bi bereits in A[t]

liegen, d.h. es gilt
Alt] =B.

Sei d = deg h (= deg f). Dann gilt

B=A1l+At+ A2+ +Atd]
und

L=K1+Kt+Kt?+ .. +KtdL
Die ersten d-1 Potenzen von t sind iiber K linear unabhédngig, d.h. B ist ein freier A-
Modul und es gilt

B = A[T]/(f).
Sei jetzt

X = V(g,g) C AN
Dann konnen wir B = k[Y] in der Gestalt
k[Y] = k[Tl,...,TN,T]/(I(X), )

schreiben mit einem Polynom f, dessen Koeffizienten gerade die Koeffizienten von f
auf AN fortsetzen, d.h.
Y = V(g e, HC AN+l
und h ist gerade die Abbildung
h: Y — X, (Xl""’XN) RS (Xl,...,XN+1)

Es reicht zu zeigen, die Fasern

hla) = { (@ b)eaNt 1 Fab) =0}
bestehen aus genau d Punkten fur jedes a€Y. Mit anderen Worten, wir haben zu

zeigen, fur a€Y hat das Polynom
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f(a, T) E K[T].
d verschiedene Nullstellen. Nach Konstruktion von T gilt aber

f(a, T) = T(a, T),
wenn man fEA[T] = k[Y][T] als Funktion auf Y><A1 auffaft. Es reicht also zu zeigen,
das Polynom d-ten Grades

f(a, T) € k[T]
hat fur jedes a€Y keine mehrfachen Nullstellen. Nun gilt aber
a-f+pB-f =1in A[T]
also
a(a, T)f(a, T) + P(a, T)-f’(a, T) = 1 in k[T],

d.h. f(a, T) und f’(a,T) sind fur jedes a € Y teilerfremd und es treten tatsachlich keine

mehrfachen Nullstellen auf.

QED.

Bemerkungen

(i) Im allgemeinen ist der Grad einer endlichen Abbildung keine obere Schranke fur
die Anzahl der Punkte in einer Faser. Seien zum Beispiel

X =Al
» Y = V(x2 + x5 - y2)
un

EX—Y. te 2-1,0-1.
Die Faser von f iber (x,y) = (0,0) besteht aus dem einzigen Punkt % . Uber (0,0)

besteht die Faser aus den Punkten t = +1 und t = -t.
Die induzierte Abbildung der Koordinatenringe hat die Gestalt

K[t] < K[xyVx2 + %0 -y, -1 ax, -t < y.
Sie identifiziert k[ Y] mit dem Teilring
k[t2 - 1,63 - ] C K[,
Der Quotientenring des letzteren Rings enthilt t, ist also gleich k(t), d.h. es gilt
deg f = [k(X):k(Y)] = [k(t):k(t)] = 1.
(i) Die Ungleichung

#1 1(y) sdegf
ist richtig fur endliche Abbildungen, wenn der Koordinatenring von Y normal®’
ist.

5.5.4 Normalisierungssitze

(a) Theorem 9 (Projektive Varietiten als endl. Uberlagerungen des P")
Fur jede irreduzible projektive Varietat X gibt es eine endliche Surjektion der Gestalt

X — P
Beweis. Sei X C P™ abgeschlossen. Falls “=* gilt, ist nichts zu beweisen. Sei die
Inklusion also echt. Wir wéhlen einen Punkt

x€PM-X

%24 x> =x2(1+%) = (- )22 = -2 = y?
57 d.h. der einzigen Ring zwischen k[Y] und k(Y), der endlich ist tiber k[ Y], ist k[ Y] selbst. Wie wir
sehen werden bedeutet dies, daB Y nicht zu schlimme Singularitaten haben darf.
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und betrachten die Projektion mit dem Zentrum x,
@ X — pm-1,

Dies ist nach A.5.5.3 (h) eine endliche Abbildung auf das Bild ¢@(X), welches

abgeschlossen ist im ]P’m'l (nach 5.5.1 (b)). Falls @(X) = Pm'1 ist, so folgt die

Behauptung, falls nicht, so wiederholen wir die Argumentation mit ¢(X) anstelle von
X.
QED.

(b) Theorem 10 (Affine Varietiten als endliche Uberlagerungen des A™)
Fur jede irreduzible affine Varietit X gibt es eine endliche Surjektion der Gestalt
@: X — AL
Beweis. Sei X C A" eine echte abgeschlossene Teilmenge. Wir betrachten A" als
offene Teilmenge eines projektiven Raums,

Al = D(S,) C P,

und bezeichnen mit X die AbschlieBung von X im P™. Da X echte abgeschlossene

Teilmenge des affinen Raums ist, ist X eine echte abgeschlossene Teilmenge des
projektiven Raums®®. Die Fernhyperebene

. A%
H_ :=P"-D(S,)aX

ist nicht vollstindig enthalten® in X. Wir wihlen einen Punkt
xEH_-X=P"-(A"UX).
und betrachten die Projektion
@: X — po-l
mit dem Zentrum x. Ein Bildpunkt von ¢ liegt genau dann im Endlichen, d.h. in
arl=ps )P,

wenn dasselbe fur den Urbildpunkt gilt’’. Es gilt also

e(ONAM! = p(XNA" = 9(X).
Mit anderen Worten, ¢ induziert eine endliche Abbildung von X auf eine affine Varietat

im A1, Durch iteriertes Anwenden dieser Aussage ergibt sich die Behauptung.

QED.

Bemerkungen

(i) Die Untersuchung von projektiven Varietiaten als endliche Uberlagerungen des
projektiven Raums verallgemeinert den Riemannschen Standpunkt, Riemannsche
Flachen als Uberlagerungen der Riemannschen Zahlenkugel zu betrachten.

(ii) Theorem (b) besagt, jede endlich erzeugte k-Algebra ohne Nullteiler ist eine
endliche Erweiterung eines Polynomrings. Man kann diese Aussage auch direkt
beweisen. Aus ihr ergibt sich der Hilbertsche Nullstellensatz.

% Man erhalt die Gleichungen von X durch Homogenisieren der Gleichungen von X.
% Nach dem Nullstellensatz wiren dann alle Gleichungen von X durch die Gleichung S0 der

Fernhyperebene teilbar. Beim Homogenisieren entstehen aber Gleichungen, die nicht durch S0 teilbar

sind.
" Da das Zentrum im Unendlichen liegt, liegen die Projektionsstrahlen entweder ganz im Unendlichem
oder sie schneiden die Fernhyperebene in genau einem Punkt, ndmlich im Zentrum.
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5.6 Dimension
5.6.1 Definition der Dimension

(a) Motivation
Im Abschnitt 5.2 haben wir gesehen, eine abgeschlossenen Teilmenge des A2 besteht
aus einer endlichen Punktmenge, aus ebenen algebraischen Kurven oder ist selbst gleich

dem A2, Diese Aufteilung entspricht intuitiv dem Begriff der Dimension - wir treffen
Varietiten der Dimensionen O, 1 und 2 an. Unser Ziel ist es jetzt, den Begriff der
Dimension fur eine beliebige algebraische Varietat zu definieren.

Die Dimension haben sollte sollte die folgenden beiden Eigenschaften haben.
1. P? und A" sollten die Dimension n besitzen.

2. Falls es eine endliche Abbildung X—Y gibt, so sollten X und Y dieselbe Dimension
besitzen.

Da nach Abschnitt 5.5.4 fur jede projektive oder affine Varietit eine endliche Abbildung

auf den P™ bzw. A" existiert, ist es naheliegend, als Dimension einer solchen Varietat
die Zahl n zu nehmen.

Es erhebt sich jedoch die Frage, ob die Dimension auf diese Weise korrekt definiert ist.
Kann es vorkommen, daf es fur ein und dieselbe Varietat X endliche Abbildungen

X — AMund X - A" mitm =n
gibt ?

Nehmen wir an, X ist irreduzibel. Dann ergibt sich aus der Endlichkeit der Abbildung
f: X — A™,
daB k(X) eine endliche algebraische Erweiterung von
frk(A™) = K(T .o T )

ist. Mit anderen Worten k(X) hat den Transzendenz-Grad m uber k.

(b) Definition der Dimension

Sei X eine irreduzible quasi-projektive Varietat. Dann heif3t die Zahl
dim X :=tr. degk k(X)

Dimension von X.

Die Dimension einer reduziblen Varietat ist definiert als das Maximum der Dimensionen
ihrer Komponenten,

dim X := max {dim Xl,...,dim Xr}’

falls Xl""’ Xr die ireduziblen Komponenten von X sind.

Ist Y € X eine abgeschlossene Teilvarietat, so heil3t die Zahl

codimX Y=dimX-dimY

Kodimension von Y in X.

Bemerkung

Ist X irreduzibel und UCX nicht-leer und offen, so gilt k(U) = k(X), also
dim U = dim X.
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(c) Beispiel 1 (afffiner und projektiver Raum)
dim P = dim A" = n,
denn A" ist offene Teilmenge von P d.h.
k(P™) = k(A™) = K(T ... T ).

(d) Beispiel 2 (ebenene algebraische Kurven)

Eine ebene algebraische Kurve hat die Dimension 1 (wie wir in Abschnitt 5.1 gesehen
haben).

(e) Beispiel 3 (endliche Mengen)
Wenn X = {(al,...,an)} aus nur einem Punkt besteht, so gilt

dim X = tr. deg Q(k[Tl,...,Tn]/(Tl—al,...,Tn—an))

tr.deg Q(k)
tr.deg k

0

Allgemeiner ist
dim {endlich viele Punkte } =0

(f) Beispiel 4 (direkte Produkte)
Fur irreduzible Varietaten X und Y gilt
dim XxY =dim X +dim Y.
Beweis. Wir konnen zu offenen Teilmengen iibergehen und annehmen,
X C AMund y € AN
sind affin. Bezeichnungen:

t1 ""’tM Einschriankungen der Koordinatenfunktionen des AM auf X
U el Einschriankungen der Koordinatenfunktionen des AN auf Y
m :=dim X
n =dimY
Wir konnen annehmen,
t1 ""’tm sind algebraisch unabhangig in k(X)
U el sind algebraische unabhangig in k(Y)
Es gilt
k[XxY] = k[X]®kk[Y]

:f[t1 ,...,tM]®kk[ul yeoosll
= k[tl""’tM’ul""’uN]
Alle Elemente des letzten Rings sind algebraisch abhéangig von den Elementen
(D t ,....,t ,u_,..u
1 m’ 1 n

Es reicht also, zu zeigen, letztere sind algebraisch unabhidngig uiber k. Nehmen wir an,
es besteht eine algebraische Relation zwischen ihnen,

F(t,u) = F(tl,...,t .,un) =0 auf XxY.

N]

NP

Fur jedes x€X gilt dann

" Wir identifizieren wie t ®1 mit t, und 1®u_ mit u_. Das entspricht der Praxis, die i-te
i i j j

Koordinatenfunktion x_ des A™ auch als Koordinatenfunktion des A™xA™ anzusehen.
i
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f(x,ul,...,un) =0 auf Y.

Da die u T algebraisch unabhéngig sind auf Y, muf3 jeder Koeffizient a(x) dieses

Polynoms (in den ui) Null sein. Es gilt also a(x) = 0 fur jedes xEX, d.h.
a(tl,...,tm) =0 auf X.

Wegen der algebraischen Unabhingigkeit der t ""’tm auf X, miussend die

1
Koeffizienten des Polynoms

a(t,,....t )
1 m
samtlich Null sein. Da dies fur alle Koeffizienten des Polynoms F gilt, folgt F = 0. Wir

haben gezeigt, die Elemente (1) sind algbraisch unabhangig uber k.
QED.

(g) Theorem 1 (Verhalten der Dimension bei Inklusionen)
1. XCY=dimX=<dimY.

2. Y irreduzibel, XCY,dim X=dimY = X =Y.
Beweis. Wir konnen annehmen, X und Y sind affin und irreduzibel.”? Sei

XCYC AN und dim Y =n.
Zu 1. Dann sind unter den Koordinaten tl”"’tN je n+1 algebraisch abhangig auf Y,

d.h. sie gentigen algebraischen Relationen
ftt. ,...,t. )=0aufy.
i i
1 n+1

Diese Relationen bestehen erst recht auf der Teilmenge X, d.h.dim X = n=dim Y. Es
gilt Aussage 1.
Zu 2. Sei jetzt

dmX=dimY =n
Dann gibt es n Koordinaten unter den tl,...,tN , die auf X algebraisch unabhangig sind,

sagen wir

to,...t .

1 n
Diese sind dann erst recht unabhangig auf Y. Fur jedes u€k[Y] - {0} besteht eine
algebraische Relation

! _
a .,tn) u+..+ al(tl’""tn) =0auf Y. (D)

(t,,..
01
Wir konnen annehmen, das Polynom auf der linken Seite von (1) ist irreduzibel und der
hochste Koeffizient ist ungleich Null,

aO(tl""’tn) = 0.

Die Relation (1) besteht natuirlich erst recht auch auf X.
Behauptung: in dieser Situation ist u nicht identisch Null auf X.
Andernfalls mufite wegen (1) gelten

al(tl,...,tn) =0 auf X.

Weil die tl ,...,tn algebraisch unabhédngig sind auf X, muft das Polynom a identisch

Null sein (auf AN also auch auf Y). Das widerspricht aber der Irreduzibilitit der linken
Seite von (1).

Wir haben gezeigt: ist u = 0 auf X, so muf3t u =0 sein auf Y, d.h. es gilt auch YCX.

2 Wir benutzen die Tatsache, daB mit XCY jede irreduzible Komponente X von X ganz in einer von Y
i
liegt: die Zerlegung von Y in Komponenten wiirde sonst eine echte Zerlegung von X, in Komponenten
i

induzieren.
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QED.

(h) Theorem 2 (Die Dimension der Komponenten von Hyperflichen)

Die irreduziblen Komponenten einer Hyperflache im AN oder PN haben die
Kodimension 1.
Beweis. Wir konnen uns auf den Fall von Hyperflachen im AN beschrinken™. Sei
X = V() c AN
die Hyperflache. Wir betrachten die Zerlegung
f=1 1 “of 1
der definierenden Gleichung in irreduzible Faktoren. Da fi in k[T] ein Primideal erzeugt

sind die V(fi) gerade die irreduziblen Komponenten von X und diese haben das Ideal

(fi)Qk[T].

Wir konnen uns auf den Fall X = V(fi) beschranken, d.h. wir konnen annehmen,

f irreduzibel.
0O.B.d.A komme die Unbestimmte TN in F wirklich vor. Es reicht zu zeigen, die
Koordinatenfunktionen
ti = TilX miti=1,...,N-1

sind algebraisch unabhangig. Angenommen, sie wiren abhangig. Dann gibe es ein

Polynom g in Tl""’TN-l mit

g(T Ty ) =0

N-1
auf X. Nach dem Nullstellensatz gilt dann f | ' fur ein r, was nicht moglich ist, da TN

in g nicht vorkommt.
QED.

(i) Theorem 3 (Mengen der Kodimension 1 sind Hyperflichen)

Jede abgeschlossene Teilmenge XQAN, deren irreduzible Komponenten die
Kodimension 1 haben, ist eine Hyperflache. Das Ideal von X ist ein Hauptideal.
Beweis. Wir konnen uns auf den Fall beschranken, daf3 X irreduzibel ist. Wegen

dim X =N-1=N

ist X = AN, d.h. es gibt ein Polynom fEk[T] - {0} mit
f=0 auf X.

Weil X irreduzibel ist (d.h.I(X) ist prim), konnen wir annehmen f ist irreduzibel. Dann
gilt

X C V(f) = irreduzibel
und

dim X = N-1 =dim V(f).

Nach (g) Theorem 1 folgt X = V(f) und es ist

o I =VhH=h
Das zweite Gleichheitszeichen gilt, weil (f) ein Primideal ist.

QED.

3 Auf jeder Komponente gibt es einen Punkt mit einer affinen Umgebung.
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(j) Theorem 3’ (Mengen der Kodimension 1 in Produktriumen)

N N
Jede Teilvarietat XC P lx...x]P’ T deren irreduzible Komponenten die Kodimension
1 haben, wirf durch eine Gleichung definiert, die homogen ist in jeder der r Gruppen
von Variablen.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem von (i)."*
QED.

5.6.2 Die Dimension von Schnitten mit Hyperebenen

Wenn wir versuchen, Varietiten zu verstehen, die durch mehr als nur eine Gleichung
definiert sind, so werden wir sofort mit der Frage nach der Dimension des
Durchschnitts einer Varietat mit einer Hyperfliche konfrontiert.

Wir untersuchen dieses Problem zunichst fur projektive Varietiten.

(a) Hyperflidchenschnitte

Fur jede abgeschlossene Teilmenge X QIP’N und jede Form F, die auf X nicht identisch
Null ist, setzen wir
XFzXﬂV(F)z{xEXIF(x)=O}
Eine solche Menge heiflt Hyperfldchenschnitt von X.
Bemerkungen
(i)  Man kann stets ein F mit vorgegebenen Grad finden, das auf keiner Komponente
von X identisch verschwindet.

(i1)  Wir berechnen als nachstes die Dimension von XF im irreduziblen Fall.

Beweis von (i). Wir wahlen auf jeder irreduziblen Komponente einen Punkt. Dann
gibt es eine Linearform, die in keinem dieser Punkte Null ist.”> Durch Ubergang zu

einer Potenz erhalten wir eine Form mit vorgegebenem Grad.
QED.

(b) Theorem 4 (Die Dimension eines Hyperflichenschnitts im
irreduziblen Fall)

Seien X C PN eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge und F eine Form, die nicht
identisch Null ist auf X. Dann gilt dim XF =dim X - 1.

Beweis. Wir verzichten zunachst auf die Annahme, dal X irreduzibel sein soll,
fordern aber, daf} F auf keiner Komponente von X Null ist. Ist

X = X1 U ...UXr
die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so gilt
XF = (XI)F U"'U(Xr)F

und jedes (Xi)F ist echt in der irrduziblen Menge Xi enthalten. Es folgt’®

™ Man braucht, daf} die irreduziblen Faktoren eines multi-homogenen Polynoms multi-homogen sind.
Das ist aber leicht einzusehen: aus f = g-h und f multi-homogen und g,h beliebig kann man leicht eine
Zerlegung gewinnen mit g und h multi-homogen: man schreibt g und h als Summe von multihomo-
genen Polynomen und 148t dann alle Summanden wegen, die den falschen Multigrad haben.

" Die Hyperflichen durch einen Punkt im PN entsprechen einer Hyperfliache in einem anderen PN (dem
dualen projektiven Raum). Die Menge der Hyperflachen, die durch einen von endlich vielen Punkten
gehen, entsprechen im dualen Raum der Vereinigung von endlich vielen Hyperflachen. Diese
Vereinigung hat die Dimension N-1, ist also vom gesamten dualen Raum verschieden. Es gibt also eine
Hyperflache, die alle die vorgegebenen Punkte meidet.
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dim (Xi)F < dim Xi’

also dim XF < dim X. Wir wiederholen jetzt die Argumentation mit x(D .= XF anstelle

von X := X und einem homogenen Polynom F1 anstelle von FO :=F, das auf keiner

Komponente von XD Null ist. Wir erhalten auf diese Weise eine absteigende Kette
von geschlossenen Teilmengen
(1)

X=XO->xM5 Hx+D_xy 5
1

mit einer Form Fi die auf keiner Komponente von X Null ist. Nach der Bemerkung
von (a) konnen wir dabei noch den Grad der Fi vorgeben. Sei also

deg Fi =deg F fur alle i.

Nach Konstruktion gilt ‘
dim X® <= d - i mit d := dim X (1)
fur alle i. Deshalb ist insbesondere
X(d+1) -0
leer, d.h. die Formen F 0,...,F d haben auf X keine gemeinsame Nullstelle. Sei jetzt X

irreduzibel. Wir betrachen die reguldre Abbildung
p:X — IP’d, X B [Fo(x),...,Fd(X)] .

Nach 5.5.3 (i) Theorem 8 ist die Abbildung ¢@: X — @(X) endlich. Insbesondere

haben X und @(X) dieselbe Dimension,
dim @(X) = dim X =d.
Weil X projektiv ist, ist ¢(X) abgeschlossen in P4, Nach 5.6.1 (g) folgt
p(X) = P4,
Wir haben noch zu zeigen, in (1) gilt fur i=1 das Gleichheitszeichen. Angenommen, die

Ungleichung wire echt. Dann wiére nach der oben durchgefuhrten Argumentation
bereits die Menge

x@D =g

leer. Mit anderern Worten, die Formen FO,...,F d-1

Nullstelle auf X. Das bedeutet aber, der Punkt [O0,...,0,1] liegt nicht im Bild von ¢ im

Widerspruch zur (gerade bewiesenen) Surjektivitit von .
QED.

besitzen keine gemeinsame

(c) Folgerung 1 (Existenz von Teilvarietiten zu vorgegebener
Dimension)

Auf einer projektiven Varietit X gibt es zu jeder vorgegebenen Dimension s < dim X
eine Teilvarietat.
(d) Folgerung 2 (Induktive Definition der Dimension)
Fur jede irreduzible projektive Varietat X gilt
dim X =1+sup {dim Y | Y C X echte Teilvarietat }.

76 Weil auch jede irreduzible Komponente von (X')F echt enthalten ist in der irreduziblen Varietat (vgl.
i

(g) Theorem 1).



168

(e) Folgerung 3 (Dimension als maximale Kettenlinge)
Fur jede projektive Varietat X gilt

| es gibt eine echt absteigende Kette
I
dimX=max{n € N | Y2 ¥, D..0Y
I
I

irreduzibler Teilvarietaten von X

(f) Folgerung 4 (Dimension und komplementire lineare Unterrdume)

Fur jede projektive Varietat X C pN gilt

dimX=N-s-1,

wenn s die grofite Dimension eines linearen Unterraums E C PN ist mit

XNE=3."

(g) Folgerung 5 (Dimension einer Nullstellenmenge mit r Gleichungen)

Seien X C PN cine projektive Varietat und F

1,...,Fr homogenen Polynome. Dann gilt

dim XﬂV(Fl,...,Fr) =dim X - 1.

Bemerkungen
(i) Insbesonder ist XﬂV(Fl,...,Fr) = (J im Fall r < dim X.
(il) n homogene Polynome in n+1 Unbestimmten besitzen stets eine gemeinsame von
(0....,0) verschiedene Nullstelle.
(iii)) Je zwei Kurven im P2 besitzen einen gemeinsamen Schnittpunkt. Fur die nicht-
entartete Flache zweiter Ordnung
Q(=Plxplycp3
ist das nicht so.”® Insbesondere sind Q und P2 nicht isomorph. Wir haben damit
ein Beispiel nicht-isomorpher Varietiten gefunden, die birational isomorph sind”.
(iv) Die Aussage von 5.6.1 (i) Theorem 3" ist falsch zum Beispiel fur die Kurven auf

der nichtentarteten quadratischen Fliche
Q=VH) CP3.

Wirden sich zwei Kurven der Schar {pt}xP1 durch jeweils eine Form definieren

lassen, sagen wir durch F bzw. G, so hitte das Gleichungssystem
F=G=H=0

im P> keine Losung (im Widerspruch zu Bemerkung (ii).

(h) Theorem 5 (Verschdrfung von (b) Theorem 4)

Seien X C PN eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge der Dimension d und F eine

Form, die nicht identisch Nul ist auf X. Dann hat jede irreduzible Komponente von X

F

die Dimension d - 1.
Beweis. Wir betrachten die endliche Abbildung aus dem Beweis von (b),

" Sei d := dim X. Nach (g) Theorem 4 muf3 man mit mindestens d+1 Hyperebenen schneiden (deren
Gleichungen linear unabhédngig sein muissen) um die leere Menge zu erhalten. Der Durchschnitt dieser
d+1 Hyperebenen hat die Dimension s :=N-d-1,dh.esistd=N-s-1.

8 Wir wissen, Q = plep

! und je zwei Kurven der Gestalt {pt} ><P1 sind disjunkt.

" Sie enthalten beide den AZ als offene Teilmenge.
% d.h. abgeschlossene Mengen der reinen Kodimension 1 lassen sich durch eine Gleichung definieren.
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p: X - P4 x [F (), F (0],

mit FO = F. Weiter setzen wir furi=0,....d

Ui = cp'l(D(Si)) = XﬂD(Fi).

Die Ui bilden eine Uberdeckung von X durch affine offene Teilmengen®',

X = UOU...UUd .
Es reicht zu zeigen, die irreduziblen Komponenten der affinen Varietiaten
UiﬂXF (1)

haben die Dimension d-1. Alle weiteren Betrachtungen werden sich auf ein fest
gewahltes i beziehen. Wir werden deshalb den Index i weglassen und einfach U anstelle
von Ui schreiben. Die Menge (1) 1at wie folgt schreiben.

UﬂXF={xEUIF(X)=O}-={XEUIf(x)=O}mitf=ll::—,
i

d.h. es ist gerade die Menge der Nullstellen der reguldren Funktion fEk[U] auf der

irreduziblen affinen Varietat,

UﬁXF = V(f), U irreduzibel affin.

Die Einschrinkung der Abbildung ¢ auf U ist eine endliche Abbbildung®* und hat die
Gestalt

o:U—Ad x> (£ ot s )
FO F
wobei die erste Koordinatenfunktionen gleich f, === §=f ist®.
i i
Wegen dim XF = d-1, genugt es zu zeigen, die irreduziblen Komponenten von V(f)

haben eine Dimension = d-1. Es reich also zu zeigen,

f2,...,f J sind algebraisch unabhangig auf jeder Komponente von V(f).

Sei Pek|T ] - {0} ein von Null verschiedenes Polynom. Wir haben zu zeigen,

2,...,T d
R :=P{,,...f d) = 0 auf jeder Komponente von V(I).

Dazu reicht es zu zeigen®,

R-Q =0 auf V(f), Qek[U] = Q =0 auf V().
Mit Hilfe des Nullstellensatzes fur k[U] kann man diese Implikation wie folgt
umformulieren:

f1(R-Q)? fuur ein a = f1QP firr ein b.

8 Die Offenheit der U ist klar. Sie sind affin, weil die Mengen D(F,) affin sind. Letzteres ist klar im
i i
Fall, daB3 F, eine Linearform ist. Im allgemeinen Fall benutze man die Veronese-Einbettung, um D(F))
i i

als abgeschlossene Teilmenge des Komplements einer Hyperebenen des projektiven Raums darzustellen.
8 Nach Definition der Endlichkeit von Abbildungen quasi-projektiver Varietiten in 5.5.3 (f).

F.
8 Die Koordinatenfunktionen haben gerade die Gestaltl—:l )

i

% Die i-te Komponente von V(f) liegt nicht in der Vereinigung der iibrigen Komponenten. Es gibt also
ein Polynom Q, welches auf allen Komponenten Null ist, nicht aber auf der i-ten. Die obige
Implikation bedeutet dann, R-Q = 0, d.h. R ist nicht Null auf der i-ten Komponente von V(f).
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Die Abbildung (2) sorgt dafur, daf der Integrititsbereich k[U] eine ganze Erweiterung
von k[Tl,...,T d] ist. Die zu beweisende Implikation ergibt sich deshalb aus folgenden

Lemma.
QED.

Lemma
Seien A ein Integrititsbereich, der ganz ist uber dem Teilring B = k[T1 N d]. Weiter

seien

Re k[TZ""’Td] - {0}, QeA - {0}
Elemene mit T1 I (R‘Q)®in A fur ein a>0. Dann gilt T1 I Qb in A furein b > 0.

Beweis. Die einzigen Eigenschaften der Polynome

X = T1 und y :=R,

die wir verwenden werden, ist die Tatsache, daB} sie teilerfremd sind im ZPE-Ring B.
Wir setzen weiter

z:=R%und v := Q%
Dann bekommt die zu beweisende Implikation die Gestalt:

X,zEB teilerfremd, VEA mit x | vz in A = x | v€in A fur ein ¢ > 0. 3)

Die Implikation besagt, da} die Eigenschaft, teilerfremd zu sein, in gewissem Sinne
erhalten bleibt beim Ubergang zu ganzen Erweiterungen.

Sei K der Quotientenkorper von B,
K:=Q@B) = k(Tl""’Td)'

Zwischenbemerkung (das Minimalpolynom eines ganzen Elements)

Jedes Element tEA ist ganz iiber B, also algebraisch uiber K. Sei

F(T) € K[T]
das Mininimalpolynom, d.h. F sei normiert und irreduzibel mit F(t) = 0. Weil t ganz ist
uiber B, gibt es auflerdem ein normiertes Polynom

G(T)EBIT]
mit G(t) = 0. In K[T] ist F ein Teiler von G,

G = F'H mit HEK][T]
Durch Multiplikation der beiden Faktoren rechts mit Einheiten aus K gewinnt man aus
dieser Zerlegung eine Zerlegung von G im Ring B[T]. Da G den hochsten Koeffizienten
1 hat, muB3 nach den GauB3schen Lemma die gegebene Zerlegung bereits eine Zerlegung
in B[T] sein,

FEB[T], HEBI[T]
Die Ganzheit des Elements t impliziert also, da3 sein normiertes Minimalpolynom
Koeffizienten in B hat.

Fahren wir fort mit dem Beweis. Nach Voraussetzung gilt

vz = xw fur ein wEA
Sei

F(T) =T + blTl'l 4. +b)

das Minimalpolynom von w uiber K. Weil w ganz ist tiber B, gilt biEB fur jedes i. Das

Minimalpolynom G des Elements v = %‘W uber K hat dann die Gestalt
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J xb1 lel
G(T) == F(% T=Tl+ —11 4 & 1 4)
z X z z
d.h. es ist
xb1 lel
0  =vle—nle 4= )
z A
Xibi
Da vEA ganz ist uiber B, gilt —€ B fur alle i. Da x und z nach Voraussetzung
z

teilerfremd sind, folgt z | b, fur alle i. Wegen (5) ist damit x | vl

QED.

(i) Folgerung 1 (der quasi-projektive Fall)

Seien X C PN eine quasi-projektive irreduzible Varietat und F eine Form, die nicht

identisch Null ist auf X. Dann ist XF entweder leer oder jede irreduzible Komponente

von XF hat die Kodimension 1.

Beweis. Als quasi-projektive Varietat ist X offene Teilmenge einer abgeschlossenen
Teilmenge

x cpN.
Weil X irreduzibel ist, ist auch X irreduzibel. Als offene Teilmenge von X hat X
dieselbe Dimension wie X. Nach Theorem (h) hat die irreduzible Zerlegung von X_ die

F
Gestalt

X _=UY. mitdimY.=dim X - 1
F 1 1

Wir schneiden mit der offenen Teilmenge X und erhalten die Behauptung.
QED.

(j) Folgerung 2 (iterierte Hyperflichenschnitte)
Sei X C PN eine irreduzible quasi-projektive Varietat der Dimension d und F1 ,...,Fm
seien Formen auf X. Dann ist

X O V(E F )

entweder leer, oder jede irreduzible Komponente dieses Durchschnitts hat eine
Dimension = d-m.

Beweis ergibt sich durch wiederholtes Anwenden von (i).

QED.

(k) Theorem 6 (Dimension der Komponenten eines Durchschnitts)

Seien X, Y C PN irreduzible quasi-projektive Varietaten der Dimensionen
dimX=m,dimY =n.
Es gelte N <m + n und XNY = . Dann gilt
dmZ=m+n-N
fur jede irreduzible Komponente von XNY.
Beweis. Die Behauptung hat lokalen Charakter. Wir konnen deshalb annehmen, X
und Y sind affine Varietiten. Dann besteht aber die Isomorphie

XNY = (XxY)NA (im A2N)
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Die Behauptung folgt damit aus (j), denn A wird durch N Gleichungen definiert.
QED.
Bemerkungen
(i) Im projektiven Fall ist der Durchschnitt unter der Bedinung N < m+n nie leer.
(i) Inetwas symmetrischerer Weise kann man die Aussage (im projektiven Fall) fur
eine beliebige Anzahl von Teilvarietaten wie folgt formulieren:
r

codim ﬁ-r_lYi < 2 codim

Y.
1=
X 2 1

X

5.6.3 Der Satz von der Dimension der Faser

(a) Theorem 7 (Satz von der Dimension der Faser)

Sei f: X — Y eine regulare Abbildung mit
1. X, Y irreduzibel.

2. f(X) liegt dichtin Y.

Dann gilt

i) dimX=dimY.

(i) dim f1(y)=dim X - dim Y fur jedes yEY.

(iii) Fur die Punkte aus einer nicht-leeren offenen Menge VCY gilt in (ii) das
Gleichheitszeichen.

Beweis. Zu (ii). Die Aussage ist lokaler Natur bezuglich Y. Wir kénnen annehmen, Y

ist eine affine Varietdt. Sei also

ycaN abgeschlossen.

Sei Y die AbschlieBung von Y im projektiven Raum pN 2 AN). Wie im Beweis von
5.6.2 (b) betrachten wir eine echt absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen

(1) Y = YO oyoyitDs Sy o iy,
Dabei sei

v+ = vy,
mit einer Hyperflache V(Gi)’ die keine Komponente von y® ganz enthalt. Nach 5.6.2
(h) hat dann jede Kompontente von Y@ eine Dimension = n-i.
Wir konnen dabei die sogar annehmen, die V(Gi) sind Hyperebenen und gehen samtlich

durch den vorgegebenen Punkt yEY. Eine solche Hyperebene findet sich, solange die
Komponenten von Y(l) eine Dimension >0 haben, d.h. wir erhalten eine Kette der

Gestalt (1). Die Menge Y(n) ist O-dimensional, besteht also aus nur endlich vielen
Punkten, unter denen sich der Punkt y befindet. Wir konnen deshalb eine offene affine

Umgebung U C ANvon y finden mit

Y™ A U=y
Die Menge y® - YﬂV(GO,....,Gn_l) ist auf Y durch n Gleichungen definiert.
Deshalb ist die einpunktige Menge {y} auf U durch n Gleichungen definiert. Wir

ersetzen jetzt Y durch U und X durch f 1(U) und konnen somit O.B.d.A annehmen, die
Menge

1y = V(gysg, 1) &EkIY]
ist durch n Gleichungen definiert. Die Faser uiber y hat dann die Gestalt
£l = Vigyetog, °D:
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d.h. sie ist auf X ebenfalls durch n Gleichungen definiert. Nach 5.6.2(i) gilt damit
dim £1(y) = dim X - n = dim X - dim Y.

Zu (i) und (iii). Wir haben zu zeigen,

2) dim 1(y) =< dim X - dim Y fur y aus einer offenen Teilmenge von Y.

Wir konnen Y durch eine offene Teilmenge ersetzen, also wieder annehmen,

yc AN abgeschlossen.
Aufgabe: Man zeige, jede quasi-projektive Varietit besitzt eine endliche Uberdeckung
durch affine offene Teilmengen.*’

Sei
X = U1 U...UUr
eine solche Uberdeckung. Wenn wir fur jede der Einschrankungen
ﬂU.: Ui—>Y

i
eine offene Teilmenge in Y finden, fur welche (2) gilt, so ist fur y aus dem Durchschnitt
dieser offenen Teilmengen

dim £1(y) = max dim fl(y)mUi < dim X - dim Y.
Wir konnen also annehmen, X ist affin, sagen wir,
xc aM abgeschlossen.
Man beachte, weil die Ui dicht liegen in X, liegen auch die f(Ui) dicht in Y, d.h
Voraussetzung 2 bleibt erhalten bei dieser Reduktion.
Die Abbildung

f*: k[Y]—=Kk[X]
ist nach Voraussetzung 2 injektiv. Wir werden im folgenden der Einfachheit halber
annehmen,

k[Y] Ck[X]
und damit k(Y) C k(X). Bezeichnungen:
n =dimY
m :=dim X

k[X] = k[xl""’XM]

Der Korper k(X) hat uber k(Y) den Transzendenzgrad m-n (=0). Wir konnen
annehmen,

XX o algebraisch unabhéngig uiber k(Y).

Die uibrigen X, sind von diesen abhangig, es gilt

F.(x, x )=0,i=m-n+l,., M,

1 XY YN

% Sei X = X*-X” mit X,.X” C PN abgeschlossen. Dann gilt
X’=D_ (S)HU..UD_ (S itD_ (F) :={peX’ | F 0
<5p) () mit D, ®) := {p (p) =0}

Es reicht zu zeigen, die DX’(F') - X” besitzen eine endliche affine offene Uberdeckung. Das ist aber der
i

Fall wegen
D_()-X"=D_ (FG )U..UD_ (FG)
X i X il X is
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mit Polynomen Fi uber k, wobei X, in Fi wirklich vorkommt. Sei ;i die Einschrankung

von X, auf f~ 1(y), Dann gilt

KIF )] = KIX o X ]
Wir betrachten jetzt die Polynome Fi als Polynome in den x. allein, so daf} die
Koeffizienten der Fi Polynome in den y. sind. Wir nehmen die von Null verschiedenen

Koeffizientenpolynome aij der Fi her und betrachten die Menge
Vi ={EYI aij(y) = 0 fur alle i und alle j }

Dies ist eine nicht-leere offene Teilmenge von Y (weil Y irreduzibel ist). Fur yEV sind
die Polynome

FiT T Ty Dy () =0

nicht identisch Null und beschreiben die algebraische Abhéngigkeit der ;i von den
XX o

Die irreduziblen Komponenten von f 1(y) haben deshalb samtlich eine Dimension < n-

m, d.h. es gilt

dim fl(y) =n-m.
QED.

(b) Folgerung

Sei f: X — Y eine regulare Abbildung mit
1. X, Y irreduzibel.

2. f(X) liegt dicht in Y.

Dann ist fur jede ganze Zahl q die Menge

Y, = (EY I dim fliy)=q}

abgeschlossen in Y.
Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach dim Y. Im Fall dim Y =0 ist Y
ein einzelner Punkt und die Mengen Yq sind leer oder gleich Y, d.h. die Behauptung
gilt.
Sei jetzt dim Y > 0. Furq = dim X - dim Y ist Yq =Y (nach (a)), d.h. die Behauptung
gilt. Sei jetzt g >dim X - dim Y. Dann gibt es nach (a) eine abgeschlossen Teilmenge

Y’ CY (echt enthalten)
mit

Y €Y.

) q
Sei

Y = Y’IU...UY’r
die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Weil Y irreduzibel ist, gilt
dim Y’i < dim Y. Nach Induktionsvoraussetzung ist damit die Behauptung richtig fur

die Einschrankungen
. Lvey o v
fij' Zij Sf(Y i) Y ; (1)

von f auf die irreduziblen Komponenten Zij von 1(Y’i). Nach Konstruktion gilt

Y CUY’.
q i
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also

Y =(Y NY’ HU..U(Y NY’)).

g = (YgNY PU-UY N’
AuBerdem ist
YOV, :{fo'l(Y’i)Idimf'l(y)zq}

={xe Uj Zij | dim f~ 1(y) =q} (nach Definition der Zij)

U {y €21 dim liy)y = q}

.l
= Uj {y Ezij | dim fij (y) =q}

Es reicht also, die Behauptung fur die Abbildungen (1) zu beweisen. Fur diese gilt sie

aber nach Voraussetzung.
QED.

(¢) Theorem 8 (Reguldre Abbildungen mit irreduziblen Fasern konstanter
Dimension)

Sei f: X — Y eine regulare Abbildung von projektiven Varietiten und V C Y eine nicht-

leere offen Teilmenge. Wir nehmen an:
1. {X)=Y.
2. Y istirreduzibel.

3.  Fur y€V sind die Fasern f 1(y) irreduzibel und alle von derselben Dimension.

Dann ist f 1(V) irreduzibel.
Beweis. Wir setzen

n :=dim fl(y), y EV.
Seien X’ := fl(V) und

X' =U Xi (1)
die Zerlegung der projektiven AbschlieBung von X’ in irreduzible Komponenten. Fur
jedes i ist dann

f(Xi) irreduzibel.
Wegen U f(Xi) =f(X") =** Y und Y irreduzibel folgt

f(Xi) =Y

fur mindestens ein i. Wir entfernen aus V alle f(Xi)’ die von Y verschieden sind und

erhalten eine nicht-leere®” offene Teilmenge

Vii=V-( Uf(Xi);éY f(Xi) )

mit dem vollstandigen Urbild
U= Lv).
Wir bilden auf beiden Seiten von (1) den Durchschnitt mit
v=rlvycrlim=xcCcx
und erhalten
U=UU.mtU.:=X. U
Weil U’. offen ist in X. , also mit X. aIJJcn U’. grreduzibel ist, ist die Vereinigung auf der

rechten Seite gerade die Zerlegung von U’ in irreduzible Komponenten.

80 £(X°) ist abgeschlossen und enthilt die dicht liegende Menge V.
87'Y ist irreduzibel, d.h. der Durchschnitt zweier nicht-leerer offener Teilmengen ist nicht-leer.
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Weiter sei
fj: U’j -V’
die Einschrankung von f und

m, := min { dim fjl(y) ly EV}
Nach dem Satz von der Dimension der Faser 1.6.3(a) werden alle diese Minima auf
einer offenen Teilmenge V’CV’ angenommen. Wegen

U fJ_ 1(y) =f 1(y) irreduzibel von der Dimension n fur yeEV”
gilt
max { mj }=n.

-1
AuBerdem gibt es ein j = jO mit dim ij (y) =n fur yV” also®
-1
dim ij (y) =n fur alle yEV.
-1
Fur alle yEV hat also die abgeschlossene Teilmenge fjo (y)Cf 1(y) dieselbe Dimension
-1
wie die irreduzible Varietat f l(y), d.h. es gilt ij (y)=1f 1(y) fur alle yeV, d.h.

-1

£,V =),

Als offfene Teilmenge der irreduziblen Komponente X, st fjo (V) aber irreduzibel, d.h.
0

£1(V) ist irreduzibel.

QED.

Folgerung

Sei f: X — Y eine regulare Abbildung von projektiven Varietaten. Wir nehmen an:
1. fX)=Y.

2. Y istirreduzibel.

3. DieFasern 1(y) sind irreduzibel und alle von derselben Dimension.

Dann ist X irreduzibel.

Beweis. Man setze im obigen Satz V =Y.
QED.

Bemerkung
Als Spezialfall der Folgerung ergibt sich ein neuer Beweis fur die Irreduzibilitat des
Produktes von irreduziblen Varietaten.

1.6.4 Geraden auf Flachen

(a) Vorbemerkungen

(1)  Nach den Anstrengungen, die wir den Beweisen einiger Sitze uiber die Dimension
gewidmet haben, ist es naheliegend nach Anwendungen dieser Sétze zu fragen.

8 Die Faserdimension von f. kann in den Punkten von V - V” hochstens groBer werden. Das ist hier
J
0
aber nicht der Fall, da n nach Definition die Faserdimension von f iiber den Punkten von V ist (vgl.
auch Bedingung 3).
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Wir illustieren dies hier anhand der Frage nach der Lage von Geraden auf Flachen
. 3
im [P~.

(i) Der Begriff der Dimension erweist sich in der Regel dann als niitzlich, wenn es

darum geht exakt zu beschreiben von wievielen Parametern die Elemente einer
gegebenen Menge abhangen.

(iii) So haben wir gesehen, daB die Hyperflichen des Grades m im P" den Punkten
des projektiven Raumes

v
nm . m+n
P mit v = ( ) -1
n,m

entsprechen,
(iv) Wir wollen jetzt einen Fall betrachten, in welchem die Teilvarietiten keine

Hyperflachen sind, und zwar den einfachsten - den der Geraden im P3,

(b) Bezeichnungen
G, n) := Menge der k-linearen Unterraume der Dimension | von K
(GraBBmann-Varietit).

V(l,n) := Menge der linear unabhangigen 1-Tupel von Vektoren des k™
(Stiefel-Varietat)

7: V(I,n) — G(1, n) die naturliche Abbildung, welche jedem 1-Tupel unabhéangiger
Vektoren, den von diesen erzeugten Unterraum zuordnet.

(c) Pliicker-Koordinaten einer Geraden im IP’3

Ein Punkt im P ist durch eine Gerade durch den Ursprung im K4 gegeben, d.h. durch
einen 1-dimensionalen linearen Unterraum von k4,
P3 =G, 4).

Eine Gerade im IP’?’ ist durch einen 2-dimensionalen linearen Unterraum des k4
gegeben, d.h.

{Geraden im ]P’3} =G(2, 4).

Sei L€ G(2, 4) und (x,y)€ V(I,n) ein Urbild von L = kex + key bei der naturliche
Abbildung
mt: V(I,n) — G(1, n).
Dann héngt der Vektor
p(L) :=xAy € AZA

von der speziellen Wahl der Basis (x,y) von L ab. Ist (x’,y’) eine weitere solche Basis,

so gibt es eine lineare Transformation T: L — L, welche die Basis x,y von L in die
Basis x’,y’ von L uiberfuhrt. Der Wert p(L) multipliziert sich also beim Wechsel der

Basis mit det(T) = 0. Mit anderen Worten, das Element des zugehorigen projektiven
Raumes,

[p(L)] = [xAy] € (AZK? - {01)/k* = P(A2kY) = PO

ist unabhéangig von der speziellen Wahl der Basis von L. Die projektiven Koordinaten

des Punktes [p(L)] heilen Plucker-Koordinaten der Geraden LQIP’3 .
Bemerkungen
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(i)  Zur Standardbasis €y €3

von A%k%. Eine Gerade L mit der Basis (x,y) hat bezuglich dieser Basis gerade
die Plucker-Koordinaten

pij(L) = Xiyj - yixj ,1<7,

4 .. . .
des k™ gehort die Standardbasis { ei/\ej}Osi<js3

d.h. es ist*

pL) =[xy - yTx].

(i) Die projektiven Koordinaten nicht jeden Punktes im P> treten als Pliicker-

Koordinaten einer Geraden L auf. Es ist leicht zu sehen, daB die Plucker-

Koordinaten der Bedingung
Pg1P23 ¥ PoaPy3 * Po3P1p =Y

geniigen.”
(iii) Man kann zeigen, wenn die pij der Relation von (ii) geniigen, so handelt es sich
um die Plicker-Koordinaten einer Geraden im P3.°!

(iv) Die Geraden des P3 bilden eine projektive Hyperfliche zweiten Grades im P> ,
welche Plucker-Varietat hei3t und mit

[1cp>

bezeichnet wird.

(d) Die Punkte einer Geraden mit gegebenen Pliicker-Koordinaten
SeiL C IED3 eine Gerade mit den Pliucker-Koordinaten
Dann gilt

¥ Wir verzichten hier auf die Bedingung i<j und erhalten damit 16 Koordinaten, die aber fur i=j samtlich
Null sind und sich sonst nur im Vorzeichen von den eigentlichen Plucker-Koordinaten unterscheiden.

% Sei (x,y) eine Basis von L C© k4, X = (XO,...,X3), y= (yO,...,y3). Dann ist die Determinante

*o *17%2 %3

yO yl y2y

X X X_ X
0123

Y0 Y1723

offensichtlich Null. Entwicklung nach den ersten beiden Spalten liefert gerade die Plucker-Identitat

(multipliziert mit 2). In der Charakteristik 2 mufl man sich noch etwas Zusatzliches einfallen lassen:

man setze fur die x, und y. Unbestimmte ein. Die obige Argumentation zweigt dann, daf die mit 2
1 J

3
d =det

multiplizierte Plucker-Identitat in

/| D S S S
[Xo’ X3 Y y3]

gilt. Weil dieser Polynomring nullteilerfrei ist, gilt dort auch die Plucker-Identitat selbst. Die uns
eigentlich interessierende Pluicker-Identitat iiber dem Korper k erhalt man durch Anwenden des Ring-
Homomorphismus

ZIX Xy Yoo
(xgeX30 Yy

welcher die x, und y. auf vorgegeben Elemente von k abbildet.
1 J

. k,
y3] —

! siche zum Beispiel Keller [1], Kapitel 10, §51, Abschnitt g), Satz 4.
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L= {[XO, Xl’ X2’ x3] I xi = ? ajpij , aJEk 3.

Beweis. Betrachten wir L als 2-dimensionalen Unterraum L C k4. Sei (x,y) eine Basis
von L. Dann liegt jeder Punkt der folgenden Gestalt in L

xf(y) - yf(x) € L. (1
Dabei bezeichne f: k* — k eine beliebige Linearform. Wir erhalten auf diese Weise eine
Abbildung
Homk(k4, K) = L, f i xf(y) - y-F(x).

Diese Abbildung ist offensichtlich linear und hat als Kern die Linearformen f mit f(x) =
f(y) =0, d.h. einen 2-dimensionalen Unterraum. Das Bild ist somit 2-dimensional, d.h.
die Abbildung ist surjektiv. Wir haben gezeigt: jeder Punkt von L hat die Gestalt (1) mit

einer Linearform f. Mit f(x) = 3 anj erhalten wir
J

] . J 1))

xf(y) - yf(x) = ¥ x- a.y. -y a.x. = X.a.y.-v.a.x.)e.= Y a.p..e.
) - y1(x) % Y5 oY iEj(ljyy )liEijUl

Die i-te Koordinate dieses Punktes ist ) ajpij . Die Punkte von L haben also tatséchlich

J
die angegebenen Koordinaten.

QED.

(e) Die Inzidenz-Relation
Betrachten wir jetzt die Menge
P:=PYmitv:i=v, = mE3 1= (m+)(m+2)(m+3)
3,m 3 6

d.h. die Menge der Hyperflichen des Grades m im P3 und gleichzeitig die Plucker-
Varietit

1,

[ce
der Geraden im IP’3. Wir wollen nach den Paaren (H, L) aus
PV
fragen mit L € H, d.h. nach der Menge
I ={HLE PVx[]IL C H}

(f) Projektivitit der Inzidenz-Relation
Die Menge Im von (e) ist eine abgeschlossene Teilmenge von PVx]].

Beweis. Fur xEPY bezeichne FX ein homogenes Polynom dessen Koeffizienten

proportional zu den Koordinaten von x sind. Wie bisher bezeichne p(L) = (pij(L)) ein

Tupel von Plucker-Koordinaten der Geraden L € I1. Dann gilt

C = ] = 1 =
LC V(Fx) = FX (p) =0 fur alle p (pi) mit P JE ajpij(L) und ajEk (vgl. (d))
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< F a.p..L), .., Yap,.L)) =0 fur alle a.€k
NP S apy(L) J
Wir fassen jetzt den Ausdruck
F AP, ..., > a.p,.
x(2 4Py % Py
als homogenes Polynom in den a. auf. Dessen Koeffizienten f 1(x,p),...,fr(x,p) sind

dann bi-homogene Polynome in den Koordinaten von x der durch FX definierten

Hyperflache H und in den Plucker-Koordinaten p. Nach Konstruktion gilt
I = V(E xp)esk (xP)),

d.h. I ist eine abgeschlossene Teilmenge des Produktraums.

QED.

(g) Dimension und Irreduzibilitit der Inzidenz-Relation
Die Inzidenz-Relation

C 'V
Im_P x[]

von (e) der Geraden des IP’3 mit den Flachen des Grades m im ]P’3 ist irreduzibel von der
Dimension
dim[ =R@m+Dm+d) o
m 6
Beweis. Wir betrachten die beiden reguldaren Abbildungen

fil C PVx[]—-PY,H,L) » H,

g:ImgPVxneH,(H,L) > L.
Es gilt
g )=IL

denn durch jede Gerade geht mindestens eine (nicht-notwendig irreduzible) Hyperflache
des Grades m.”

Beschreiben wir die Fasern g‘l(L). Dazu fuhren wir eine solche projektive
Transformation aus, dal L die Gleichungen

L: Ug=u, = 0
bekommt. Eine Hyperflache mit der Gleichung
H:F=0

enthélt genau dann die Gerade L, wenn eine Potenz von F im Ideal (uo, ul) von L liegt.

Dieses Ideal ist aber ein Primideal. Deshalb gilt
LCH < FE(uO, ul)

< F= uOG’ + ulG” mit G’, G” homogen vom Grad m-1

Die Formen F von dieser Gestalt bilden einen Vektorraum der Dimension’?
m-1+3 m-1+3 m-2+3
()05 )5

%2 Die Gerade liegt in einer Hyperebene. Die m-te Potenz einer Gleichung dieser Hyperebene liefert die
gesuchte Hyperflache.

% vgl. 5.4.4 (b). Die Summe der ersten beiden Summanden zzhlt die Hyperflichen, die eine Vielfaches
von uO-u1 sind doppelt. Die Dimension des Raums dieser Hyperflachen muf von dieser Summe

abgezogen werden.
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_ 2.m(m+1)(m+2) (m-1)m(m+1)
- 6 ) 6

_ m(m+1)(m+5)

- 6

Die Projektivierung dieses Vektorraums ist gerade die Faser g'l(L), d.h. g'l(L) ist ein
projektiver Raum der Dimension

(1) dim g'l(L)=w_

1.

Insbesondere sind alle Fasern g'l(L) irreduzibel und haben dieselbe Dimension, d.h.
Im ist irreduzibel und hat die Dimension

dim1 = dim ey + dim ] :w +3.

Man beachte, die Plucker-Varietat [ [ ist als Hyperflache im P vierdimensional.
QED.

(h) Theorem 9 (Existenz von Flichen, die keine Geraden enthalten)
Fur jedes m > 3 gibt es Flachen des Grades m im IP’3, welche keine Gerade enthalten.
Genauer: diese Flachen bilden eine offene dichte Teilmenge des PV mit v = V3’m.
Beweis. Betrachten wir die reguldare Abbildung

fil C PVx][] — PV, (H,L) » H,
Das Bild dieser Abbildung ist eine abgeschlossene Teilmenge des PV. Es reicht zu
zeigen, es handelt sich um eine echte Teilmenge. Dazu reicht es zu zeigen

dimI  <dim P

Die Dimension der Inzidenz-Relation haben wir gerade berechnet (vgl. (g)). Die des
Bildraums ist gleich

v _(m+3y\ | = (m+1)(m+2)(m+3) - 1
3,m < 3 ) - 6
Es reicht also zu zeigen,

m(m+1)(m+5) 43 < (m+D)(m+2)(m+3) 1

6
Dies ist aquivalent zu
m(m+1)(m+5) < (m+1)(m+2)(m+3) - 24

(m+1)(mZ4+5m - m2 - 5m - 6) < - 24

6

<>

= 24 < (m+1)-6
= 4 <m+l1

= 3<m

QED.

(i) Die Geraden auf den quadratischen Flichen (der Fall m = 2)

Im Fall von Flichen des Grades m = 2 im P> gilt
3+2

v =( 3 )-1 (nach 5.4.4 (b))
5443
T 16243
=9,
d.h. der Raum dieser Flachen ist 9-dimensional. Fur die Inzidenz-Relation erhalten wir
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dim I =W+3 (nach (g))
m
24347
=76
=10

+3

Die Fasern der Projektion
frl < PVx[[—=PY,H,L) » H,

haben also eine Dimension = 1. Das ist eine wohlbekannte Tatsache: auf jeder Flache
dritten Grades im Raum liegen unendlich viele Geraden.

Man kann leicht zeigen, tiber den Punkten die den irreduziblen Flachen entsprechen
haben die Fasern eine Dimension = 1, Uiber allen anderen Punkten eine Dimension = 2.

(j) Theorem 10 (Die Geraden auf den Fldchen dritten Grades)

Auf jeder kubischen Flache im P3 liegt mindestens eine Gerade. Die Menge der Flachen

im Raum, die nur endlich viele Geraden enthalten ist eine offene Teilmenge des P19
Beweis. Betrachten wir die regulare Abbildung

f:1_C PYx[[—=PY,H,L) » H,

im Fall m = 3. Es gilt
diml = m(m+1)(m+5) 16)(“”5 )43
3048
-6
=19
dim PV = (m+1)(m+2)(m+3) -
a 6

+3

1

=19
Die Fasern der Abbildung haben damit eine Dimension = 0. Auflerdem kann man sofort
eine kubische Flache angeben, die nur endlich viele Geraden enthalt, zum Beispiel die

mit der affinen Gleichung

H: T1T2T3 -1=0.

Im Endlichen enthalt diese Flache uiberhaupt keine Geraden: durch Einsetzen von
T.=at+b.
i1

in die Flachengleichung erhalt man sofort eine Widerspruch (da Polynome in einer
Variablen nur endlich viele Nullstellen besitzen). Die projektive AbschlieBung dieser
Flache hat die Gleichung

H: SISZS3 - SO =0.
Die Fernhyperebe S 0= 0 schneidet aus dieser Flache drei Geraden heraus.

Damit ist die Faser f 1(H) endlich. Uber einer offenen Teilmenge des Bildes sind die
Fasern von f damit O-dimensional. Fur das Bild von f gilt also

dimfd )=dimI =19=dimPV,
m m
d.h.
_ oV
fa_)="P,
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d.h. jede kubische Flache enthélt mindestens eine Gerade. Uber einer offenen Menge
sind die Fasern endlich.

QED.

Bemerkung

Kubische Flachen, die unendlich viele Geraden enthalten existieren tatsachlich, z.B. die
Kegel iiber ebenen Kurven dritten Grades (die gegeben sind durch eine kubische
Gleichung, in der eine Variable nicht vorkommt).
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